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Colloguium Niet—lineairefdifférentiéalvergelijkingeh

J. Grasman,

I. Bepaling van Periodieke Oplossingen wvan niet-lineaire Differentiasal-

vergelijkingen met Successieve Approximatie.

1, Inleiding

Bij de quantitatieve behandeling ven niet-lineaire differentisalverge-
lijkingen hebben zich diverse methoden ontwikkeld.

Wij beschouwen de methode  van successieve approximstie volgens Cesari
en Hale; de theorie hiervan loopt parallel aan die van de methode van
Poincaré en Lindstedt, Laatstgenoemde methode is in de cursus behandeld,
blz. 78 t/m 95.

Cesari en Hale gaan uit van het type zwak niet-lineaire differentiaal-
vefgelijking y'= flt, ¥y, €), £(t, y, €) = £(t+T, y, €); in de
cursus werd het bestaan van een asymptotische ontwikkeling voor de op-
lossing van y' = £(t, y, €) bewezen.

Door toepassing van transformaties bij de methode van de successieve
approximatie zijn echter vele voorbeelden op te lossen, die juist dien-
den als toepassing van de methode van Poincaré,

Het is bovendien mogelijk de stabiliteit van oplossingen met successieve
approximatie te onderzoeken; men maakt daarbij gebruik van resultaten
uit de Floguet~theorie.

Als voorbeeld behandelen wij de Van der Pol vergelijking met een kleine
aandrijvende term in het resonantie gebied. Er wordt een periodieke
oplossing geconstrueerd en de voorwaarden voor stabiliteit van die op-
lossing worden bepaald.

Behalve Cesari en Hale hebben ook Gambill en Baily deze methode toege-

past.



2, Oplossing door Successieve Approximatie

2.1, Periodiciteits Conditie

Beschouw de vector-functie y(t) =‘(y1(t), yg(t), sons yn(t)), die
voldoet san de differentiasalvergelijking:

(1) & = eqlt, v, ¢,

q is een vector met componenten qj’ J= 1, 2y 4eey N qj is een conti-
nue functie in y en € en is periodiek in t, met periode T = 2m/w. €

is een kleine parameter.

Integratie van (1) levert:

t
(2) y=a+¢ J alu, y, €)du.

o
a is een vector bestaande uit willekeurige constante componenten.
Met de methode van successieve approximatie wordt y(t) benadert door

y(m)(t) VOOr m -

(@), - ¢ (m-1) ]
(3) yol(t) =a+e qlu, ¥ ,e)du m=1, 2, co0 o
)

"Voor de eerste benadering wordt de oplossing genomen, in het geval dat
e = 0: y(o) = a,

De integrand van (3), die periodiek is, stellen wij voor door de
reeks

()-I-) I = z cim-]) ellwu’ 1 = O’ -t,]’ 1‘_2, Voo o

Als 1 = O verkrijgen wij na integratie een term ¢ c(m_1) (t - to),
deze seculiere term wordt verwijderd door de conditie in te voeren

(5) Cgm-1) = 0,

hetgeen de periodiciteits conditie genoemd wordt.,
In [jJ wordt (5) de determining equation genoemd.
Wij geven voor (3) op de volgende wijze aan, dat er geen seculiere term

meer in voorkomt :

&



t .
(6) S =are | falw, y™7, ot e
o

2.2.  Bewijs van Convergentie van de rij functies y(m)(t),

Wij veronderstellen dat er een geschikt gekozen positief getal M be-

staat zodanig dat

(1) Hq(t: o €)HiM

(8) ]Iq(t, A e) - qlt, Yo €)|| <M, ]y1 - y2|| voor alle t.

Hierbij is gebruik gemaskt van dezelfde norm definitie als in de cur-~
n

sus: ||y[l = ] ly;
i=1

Er kan bovendien bewezen worden dat

t T
K
1] fat vy oy aull <5 [ [fatw v, o)l la.
p p
t 0
0
- ..  (m) _ . _(n=1),

Vergelijking (6) representeren wij door y = Ly , met L de
integraal-operator,
Beschouw de vector g(t) behorende tot de volledige ruimte S van perio-.

dieke vectoren (periode T) en ||g(t)|| < R, verder geldt ||a|| <r <R

dan is:
T S
[lsell < Hell + 485 [ 1ot & o lan.
0
T .
el] < Hall « 25 [ (lata, &, )11+ I1ey| Daw,
0
ST is de constante term van q(u, g, €).

Met (7) volgt:

5el] < llall + 2lelmt <& voor le| < 5.

Hiermee is bewezen dat operator L de ruimte S in zichzelf afbeeldt,
Wanneer wij tenslotte aantonen dat de afbeelding van S op zichzelf een
contractie. is, dan kan de dekpunt-stelling van Banach toegepast wor-

ded,



Men kan concluderen dat er in S een é&nduidig bepaalde vector y be-

staat, zodanig dat y = Ly en ||y - y(m)ll - 0 voor m -+ «, waarbij
(m) _ . (m-1)
y = Ly o

Bewijs van contractie:

Neem v, ¥, in S, hiervoor geldt:

T
l IK N
HL-V1 - L-VQH = '; JO H{q(u, AR e) - q(u, Yo e)}pl]du,

T .
HLy1 - LYQH i'l'%ﬁ JO (Hq(us AT e) -~ qlu, oo E:)H + Ilc01‘cogl|)dus

c en ¢

01 02 zijn resp. de constante termen van q(u, Yy e) en q(u, Yoo €).

T
2le X
o, - ]| < 25 | maxl o, 37, 00 - alon 70 o] o

(9) maxIILy1 - Ly2|| < 2|e|KM maXIly1 - YE‘IC ;

R .
Voor |e| < KM L8 eT contractie.

2.3, Nauwkeurigheid,

(m)(t)

Uit het voorgeande kan men de nauwkeurigheid van de benadering y

bepalen. Uit (9) volgt:

: ' -1
mex|fy - y™|| < 200, max|ly - y®7 V| e,
herhaalde toepassing van deze formule geeft:
0
mex| |y - y™ || < (200", max|ly -y || e,

max| |y - y(o)li < 2R, Wij kunnen concluderen
- (m) m
y(t) =y () + 0(e").
2.4, Toepassing van de methode

Wij kunnen de voorgaande methode ook toepassen voor een differentiaal-

vergelijking van het type:



&

.(10) dt

= Ay + ef(

y en T zijn vectoren met

fj(t, ¥y, €) is continu in

ty ¥» €),

componenten ¥., £ 35 1, 2, 00e,s Ne
J d7 - o

y en € en'periodiek int, T= m

A is een constante n x n~matrix:

pq 0

00 p2
A= .
.= it. + 0
o3 T (

m.
d

m.

Er wordt een matrix B ged

naal., (10) wordt

(11) e

Door substitutie van vy =

dz

————

d.t = EQ(t9 ZQ

Q(t, z, ¢) voldoet aan de

Overeenkomstig sectie 2.1

y(0) Bt

(12) e .a,

y(m)

Bt
e a +

(13)

d
L= By + Eg(ts Vs 5)9

. v

T
d

Het is mogelijk de methode toe te passen voor

8), iwo

T

=Vw.k. m-- met ko= O +1 +2 eas €I
J J./ Jd J P2 =2

1, 2, 3, s0» men krijgt dan subharmonische

> 1) 3f ultra-

= +1, m.

periodieke oplossingen (k. .

harmonigche periodieke oplossingen (ij] > 1,

3 1). Een derde mogelijkheid is een ultra-

subharmonische oplossing (kj #+1, mj # 1),

efinieerd als A, doch nu met iTj op de diago-

1

€8,

;.5 efy + (pi - Til)yi.

it.t
z.e 9
J

Bt)

(of v = ze in (11) verkrijgen wij:

-B Bt
e), Qt, 2, €) = e og(t, ez, ).

zelfde voorwaarden als q(t, y, €) in (1),

vinden wi]j met successieve approximatie:

Bt f“
ce

%o

-B -1
[e™g(u, y(m ), e)}Pdu, m=1, 2, ..,



2.5, Voorbeeld,

De in sectie 2.4 behandelde differentiaalvergelijking is tot diverse
bekende typen niet-lineaire differentiaalvergelijkingen te herleiden.
Als voorbeeld wordt de inhomogene Van der Pol vergelijking met aan-
drijvende term in het resonantie gebied behandeld:

2

(14) g‘%‘+ wgy = e(1 - y2)e %%-+ ep sin wto
dt
2 2 . oo s
W = w. = €A, hiermee wordt de vergelijking

0

2
4y . w2y =el(1 = y2) LN Ay + p sin wt}l.
dt2 dt

Er worden nieuwe coSrdinaten X, en X, gedefinieerd (volgens Van der Pol):

N

hetgeen een stelsel le orde differentiasalvergelijkingen levert:

R YRR 2 (¢, ox )4 2o ;
(15a) = iwg + ef, £=3(1 + hwz(x1+x2) }(x1 x2)+ 2iw(x1+x2)+p sinwt,

(15b) I -iux, - ef,

In deze vorm hebben wij een stelsel als (11); (12) en (13) voorm = 1

worden:
(16) Xgo) = ae™®, XéO) = ™", aenb zijn complex; a = -B.
. . t .
x$1) = a4 eelwt J {eglwuf(x(o): X(O)a u)} du,
1 2 p
t
0
, ot . '
L) periut et [ daug (0) (00 e o
5 . ¢ 1 2 e

0

+i +1
é"lwuf} , dat I = e';wuf(xgo), xéo), u) na

In deze formules betekent {
substitutie van (16) in een ontwikkeling als (4) gebracht wordt en dat
aan (5) voldaan moet worden.

De periodiciteitsconditie (5) geeft voor a en b:



(17a) (a+-)_—l.'w—2-l—a——p=0
ab2 DA
(17b) (b + Z;§)i +==-p=0.

Dit voorbeeld is ook in de cursus behandeld (blz. 104), toen echter

diende het als toepassing bij de Van der Pol-methode.

3. Stabiliteit en de Methode van Successieve Approximatie

3.1. Inleiding

Het stabiliteits onderzoek met deze methode zal beperkt blijven tot

het voorbeeld van sectie 2.5. Voor de behandeling ven niet-lineaire
differentiasalvergelijkingen in het algemeen met deze methode wordt ver-
wezen nsar [2].

Alvorens de stabiliteits voorwaarden voor dit probleem uit te werken,

vermelden wij andere mogelijkheden om dit te behandelen.

a. zie cursus (blz. 104 t/m 107).
Zoals reeds vermeld is, werd in de cursus vergelijking (14) opge-
lost met de Van der Pol-methode.
Er wordt gesteld

y = a(t) cos wt + b(t) sin wt en %% = ~a(t)w sin wt + b(t)w cos wt.

Substitutie in (14) geeft voor a(t) en b(t) het stelsel:

db

d
E% = ¢f(a, b, t), i egla, b, t),

De periodieke oplossing verkrijgt men door f en g, die periodiek
in t zijn, in een fourier-ontwikkeling te plaatsen en in de eerste
benadering de eerste termen vah beide ontwikkelingen nul te stellen.

Aldus vindt men y = a, cos wt + bo sin wt.

De stabiliteit wordt onderzocht door een storing aan te brengen

+3a(t), b=5b, + b(t).

a = a 0

0



a(t) en b(t) komen voor in een stelsel, waarvan de gelineariseerde
differentiaalvergelijkingen constante co&fficienten bevatten. Op-
lossing van de gelineariseerde vergelijkingen geeft ook witsluitsel

omtrent de stabiliteit van de storingen in a =b = 0,

b, Een andere methode bestaat uit het introduceren van een storing in
(15): x; = xj*'+ gj, j=1,2 en xj*~voldoet aan (15).
Dit geeft voor de storingstermen gj een stelsel, waarvan de geline-
ariseerde differentiaalvergelijkingen periodieke coéfficienten be-
vatten. De stabiliteit kan onderzocht worden door toepassing van
de Floquet-theorie. Moeilijkheid echter is de bepaling van de basis-
vectoren, die de oplossing van het gelineariseerde stelsel vormen.

c. Zoals wij het probleem hierna uitwerken, komt het erop neer dat wij

voor de in punt b. genoemde storingstermen schrijven: gj = eEBtop.o

J
Met de Floquet-theorie wordt bewezen dat pj periodiek in t is;

als B < O dan is de storing in £ = &y = 0 asymptotisch stabiel.

3926 Voorbeeld.

Overeenkomstig 3.1b voldoen de storingstermen Ej aan

dg1

L

. _ * * *
(18a) T = lwgy teg, g = £( Xt B, X, * 52) - f(x1 » %, ),
d€2
(18v) T = ~ieg, - ee

Bepaling van lineaire deel der rechterleden

> < - * > 3 d
f(x1 + By X, * 52) = f(x1 s X, ) +v.%1 r3 * £y r %f(x1, x2) +
J
9 9
+ 3)E, m— tE T Flx,, X,) * oo
1 ax1 23x2 x.=x.% 1 2
Jd J
)
g =g * 8.
5
g=£-°§°—+£-3— f(XX)g=%E-§“+g—3—'f(xx)+
1 1 9x 2 3x TR Sp 1 9x 29X 1272 tee
1 21 X.=X. 1 2

Jd d




Er geldt

hieruit volgt dat, indien het gelineariseerde stelsel asymptotisch
stabiel is in de oorsprong ook (18) dit is, zie stelling in sectie 4.k,
Voor de storingstermen, die voldoen aan het gelineariseerde stelsel:

@,
(19a) T = 1w, t+oegy,

d£2

(19b) ET = "'lwg2 - Eng

eBt

stellen wij gj = e apj waarbi]j pj een periodieke functie in t is,

zie sectie L4.3. Voor P geeft dit

dp1

. =g Rt
(20a) 35 = lwpy * r—:(gle 3

- BP1)3

dp2 ept

(QQb) e = —iwp2 - e(gle- + Bpg)n

Volgens (12) en (13) voor m = 1:

(0) iwt 0) —iwt
P4 = cqe s p; = c,e »

2

. Y
(21a) P(1) - e e}wt + eelwt ‘{e—lwu(p(O) of +
1 1 1 9x -
t 1 |x.
0 J
(0) af (0)
YR g | e PP )ty au,
. . t .
[ (1) _ ~iwt_ -iwt [ +igu, (0) of
(210)  »p, c e ee e 5 *
Jto 1 xj
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(0)

Er kan volstaan worden met Xj

>
X: o

te substitueren in (21) in plaats van

Voorwaarde (5) geeft voor (21):

2
(3 + 20 A Ble, +&—=c_ =0
2 uwz 21 1 w2 2 >
p)
b ‘1 ab A —
- 8w2,°1 * (-2 - b2 t gt Bley = 0

Dit homogene stelsel vergelijkingen in c, en ¢, bezit een niet~triviale

oplossing, als de determinant is nul:

2 2 2
(22) 8% (1+ 2y 2Dy 2oy (342220
2w Sm Ly Ly

a = -b, zodat ab is redel en daarmee alle termen van (22),
Het stelsel (19) is asymptotisch stabiel in de oorsprong als Re(61) en
Re(Bz) negatief zijn (81, 8, zijn de wortels van (22)).

Als 61 en 82 toegevoegd complex zijn moet

ab
2w

(1 + 2) < 0,

Als 61 en 62 reel zijn moet

a2b2 A2

b ab 2
(1 +2%) <0 én SRt S (34 25)7 5 0
2w2 S hwe hwz

(0)

In (21) was gesubstitueerd xj*-= xjo er geldt echter xj*.= xj + 0o(e),
Daar B, en B, continue functies in e zijn, zullen voor e voldoende
klein Réfs1) en Re(62) negatief blijven, indien men voor xj*'een waarde

substitueert die 0(e) verschilt.,

Opmerking: De verkregen resultaten stemmen overéén met die van de cur-

sus (blz., 107): y = 8, cos wt + b, sin wt.
Wij stelden y = & Jtut b e_lwt, zodat

2wl 201

L 1 _
2y =31y (8 * B)y by =gp(a=-D), k=-=5
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4, Floquet-theorie

4,1, Basis Oplossingen

Om de voorgaande methode te plaatsen in het geheel van de theorie der
niet-lineaire differentiasalvergelijkingen is het wenselijk om de
Floguet-theorie kort weer te geven, mede omdat van enkele resultaten
uit de theorie gebruik is gemaakt.
Voor een vector x = (xi"x2’”"°"xn) geldt:

. n
(23) -ﬁ-l—: Z aij(t) x, i=1,2,4., 0, aij(t+ T) = aij(t).
Hiervan is ¢j(t) = (¢1j, ¢2j’ ceos ¢nj) j=1, 2, oo, n een stelsel
onafhankelijke oplossingen.
Definieer wj(t) = ¢j(t +T), j=1,2, soe, n, dan is wj te schrijven
als n

wj(t) = k£1 bjk ¢k(t) J=1,2, ooy n, -

wj(t) is te stellen als een nieuwe oplossings basis, omdat wj(o) = ¢j(T)

onafhankelijk gekozen beginwaarden zijn.

4,2, Stabiliteit

Wij trachten een oplossing x(t) te vinden, zodanig dat
(2k) x(t + T) = ux(t).

Afhankelijk van de waarde der karakteristieke factor p kunnen wij con-

clusies trekken ten aanzien van stabiliteit.

n
x(t) = jgi e ¢j(t)
(6 +17) = § ) =7 o
t + 7)) = v, (t) = . 6.(%)
* k'—z'1 “x Y k§1 “k L Bej 4

Met (24) komen wij tot de relatie:
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n
(25) D (L ey Pys - ucj) ¢j(t) = 0.

Daar ¢j(t), j=1, 2, cco, n, een onafhankelijke basis vormt, kan (25)

alleen gelden als

n
e, b, =pue. =0 J=1,2, e204 1
k=1 E K J
of (b11 - p)c1 +byc, + o +b e = 0
b.lgc,! + (b22 - H)C2 + 00 + bnzcn = O
(26) o _ _
P11 " b2n02 T (bnn - p)Cn = 0.

x(t) bezit een niet-triviale oplossing als de determinant van (26)

nul is, deze voorwaarde levert n karakteristieke factoren up, p=1, 2,
eso5 Do Indien |up| <1, p=1,2, .00, n. dan is de oplossing stabiel
in de zin van Liapunoff,

Indien voor zekere p geldt ]upl > 1 dan is de oplossing instabiel.

4,3, Periodieke Deel der Oplossing
Wij stellen de oplossing, die voor u = u, aen (24) voldoet voor door
(bp(JG +T) = Yp ¢P(t)’ ¢p N (¢1p’ ¢2p’ e ¢np)°

Beschouwen wij de functie

fp(t) = exp (- %-ln up) ¢P(t)

dan geldt
t
£f(t +7T) = -1 . -1 t + T
P( ) = exp ( 7 1n up) exp (=1n up) ¢p( )
£ (t +T) =exp (melny)e—o (1+T) =¢ (t)
p T PO, D P

i
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Hiermee is aangetoond dat de oplossing ¢p(t) de vorm heeft

' hpt '
t)=1f (t) e
d)p( ) p( ) ,

waarin fp(t) een periodieke functie is; hp = %-lnup heet de karakteris-

tieke exponent.,

L. 4, Stelling:

713

dx:.L n
(27) rrole j£1 aij(t)xj + fi(x, t) i=1,2, +v., n) en
a..(t +T) = a..(t), terwijl flxt)l] 0 als ||x|]| > 0
1] iJ ? X *
dxgo) n
Als voor 2= ) a..(t)x(o) i=1,2, veeyn
at sE ij 3 9 C3 sooy I

x(o)(t) asymptotisch stabiel is in de oorsprong, dan geldt dit ook

voor x(t).

Bewijs:
Volgens 4.3 kan een oplossing van (23) voorgesteld worden door
x () = ] c_¢ (t) met ¢_(t) =e £ (t),
L% % p P
Y
fp(t) is periodiek en vanwege asymptotische stabiliteit is hp <0

p=1,2, ¢ooy ny, h=max h .
(0, T - .
Wij bepalen voor x' ~’(t) een nieuwe basis Qj(t) J=1,2, ve0, n, €n

definieren de n x n-matrix ¢ zodanig dat de j° kolom de vector ¢j(t)

voorstelt:
-1
o(t) = ¢o(t) . ¢ (0)
g Bqp e oee Oy P19 b1o 0 0 0 by
201 924
® - o ¢ = L]
¢n1 L] [ L] o 3 @nn ¢n1 o (] ] ° 1] ¢nn



1h

Dit heeft tot gevolg dat 9(0) de eenheids matrix is.
{@ij} wordt een fundamenteel systeem genoemd (vergelijk cursus blz. 53
als a.. is const, ).
ij
De oplossing van (27) is voor te stellen door
n t n

(28)  xye) = [ e e 0) e | ] ogia(n), ) ey (e - O

p=1 to p=1
of in vector vorm

t

2(t) = coplt) + I £(x(t), 1).0(t = 1)drs
0

t
(29)  |[x() [} < [lell HoCe)|] + [OHf(x(T, )] |e(t - ©)]]ar.

De volgende afschattingen kunnen gemaakt worden:

[e(t) || < k P, [ ete) ]| <k e™  voor geschikt gekozen k,

bovendien bestaat er voor elke ¢ > O een 8 > 0, zodanig dat
[£(x(1), ©)]] f;% |1x(t)|] wvoor ||x(t)|| < &

Hiermee verkrijgen wij in plaats van (29) de ongelijkheid
-t v on
| x(8) ] |e _<_HcH.,k+sJ & | [x(0) | |ax.
0

Toepassing van het lemma van Gronwall:

[x(e)[] < x| ] [e/B¥e)E,

Voor ¢ voldoende klein is h + € < 0 en is (27) asymptotisch stabiel

in de oorsprong.

Toepassing:

Voor n = 2 geeft substitutie van

=it
e

¥
|

17 &
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in (27):"

dag
aﬁgrg iwg, + &, (£)E, + &, (8)E, + £.(E, t),

dg
2 _ . : ‘ :
i -1(.052 + a.21(t)£1 + &22('5)62 + fz(gg t)’

hetgeen met (18) overé@énkomt.

[']

[2]

3]

+]

5]
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IT. De Asymptotische Methode van
Krylov-Bogoljubov-Mitropolski

A H.P. van der Burgh

Samenvatting

Wij beschouwen de vectordifferentiasalvergelijking

%X,; = eX(t,x) | (1)

waarin x en X punten van de E zijn.

Daarnaast beschouwen wij het geassocieerde autonome systeem:

dg _
£ = ex(8) (2)
t=0; £ = XO
waarin:
1 t
Xy(8) = 1im¥J X(t,&)ar (3)
£ 0

gelijkmatig voor £€ D (D is een gesloten gebied van de En)' Voor wille-
keurige punten x, x' en x" uit D bestaan positieve konstanten M en A

zodanig dat voor alle regle t > O geldt:

HxCGe,x) [] <M, []X(6,x") = X(e,x") || < Al|x' - x"[].
Stelling: (Bogoljubov-Mitropolski)

Zij £ € D een oplossing van (2) en x € D een oplossing van (1). Bij wille-
keurig kleine positieve n en willekeurig grote L bestaat een positieve

€ zodanig dat voor O < € <'€o in het interval 0 < t 5_%-geldt:

[x - £]] < n.
n is dus een functie van £ waarvoor geldt:

n(e) + 0 voor € ~ O.
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Stelling: (Roseau)
zij X(t,x) periodiek in t met periode T en continu differentieerbaar
in %,

Er geldt nu:
[lx - €[] < ec(n),

voor et < L. C(L) is een konstante die alleen van L afhangt.

€ is de eerste asymptotische benadering van x. Voor de konstruktie
van de tweede asymptotische benadering in het periodieke geval voeren

wij de volgende functies in:
X1(t,x) = X(t,x) - Xo(x)

. t S
X1(t,x) = Jo X1(T,X)dT T Jo ds Jo {X1(T,X) - X1(T,XO)}dTL

Nu beschouwen wij het geassocieerde systeem:

T .
%{a = ex (£) + e2 %j (x(1,€) . %—E—)x(r,a)ar. (%)

0

Stelling: (Besjes)

Zij X(t,x) periodiek in t met periode T en continu differentieerbasar

in x. Als & oplossing is van (4) en z = £ + €X(t,£) dan geldt:

l1x = 2l] < % o(n)
voor et < L. C(L) is een konstante die alleen van L afhangt.
Stelling: (Bogoljubov-Mitropolski, Roseau, Urabe)

Zij X(t,x) periodiek in t met periode T en continu differentieerbaar
in x. Stel er bestaat een vector £, Waarvoor geldt: XO(EO) = 0.

(1) heeft nu voor voldoende kleine ¢ een unieke periodieke oplossing
met periode T die gelijkmatig voor t naar a gaat als € + 0 mits

det Xy () # 0.

Als alle eigenwaarden van de matrix Xog(go) een negatief reéel deel
hebben is deze periodieke oplossing asymptotisch stabiel. Als een der
eigenvaarden een positief re&el deel heeft is de periodieke oplossing

instabiel,
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Voorbeeld:
De differentiasalvergelijking, die de beweging beschrijft van een spreek-
spoel van een luidspreker in een lineair afnemend radiaal magnetisch

veld luidt:

P e
—5*e cos(2t)x = 0,
dt

1e approximatie volgens K-B~M met als praktische waarde voor e -0,32:
X = Afsin 0,113t ~ 0,04 sin 2,113t + 0,04 sin 1,887t] +
+ B[cos 0,113t ~ 0,04 cos 2,113t ~ 0,04 cos 1,887t].,
McLachlan geeft als oplossing:

% = Alsin 0,114t ~ 0,036 sin 2,114t + 0,045 sin 1,886t] +

+ Blcos 0,114t -'0;036 cos 2;14ht ~ 0,045 cos 1,886t].

Vervolg op pag. 89.




Colloquium Niet Lineaire Differentiaal-vergelijkingen

Jd. Grasman,

IITa. De Gegeneraliseerde K.B.M. methode.

1. Inleiding.

Wij gean uit van een stelsel differentisalvergelijkingen, waarop de
K.B.M. methode van toepassing is, zie (1a) en (1b).
In [1] wordt dit het probleem van de snel-roterende phase genoemd,

(0 — () ).

waarbij in (1b) w
Het is ook mogelijk de K.B.M.-methode toe te passen indien m(o) = w(o)
(x, ). Voor dat geval wordt gebruik gemaskt van een aangepast geas-

socieerd systeem,

Wij beschouwen het stelsel

(1a) el v+ B, e 1212, 0,0,

(1) ai-= w( 0) , sw(1)(X, V) + eee o

(6 (.

Voor Xk = 1, 2, ... zijn ng)(x, V) en w V) periodiek in ¢ (peri-

ode 1), 0 < g << 1, ,
Bij de gebruikelijke methode is w(o) = w(o)(x):

Het geassocieerde systeem bestaat uit de volgende formele ontwikke-
lingen, die verkregen zijn na intergratie over &&n periode van de hoek-

variabele in het rechterlid:

(22) EEi = €T§1)(y) + € T(e)(y) toeee 5

(2b) Ao O+ e V) v

Wij stellen

(3a) xi = Y3 +€n§_1)(3"= x) + € n(e)(y’ Xv) + .00 1=1,2, ..., n,

&

(3b) Y=y + eu(”(y, x) + ezu(z)(y, X) * ees
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Substitutie van (3) in (1) geeft met gebruikmaking van (2), na gelijk-
stelling van co&ffici&nten van gelijke machten in e uitdrukkingen voor
(k)(y, x) en u( )(y, x). Deze termen dienen aan de periodiciteits
conditie te voldoen. Hierdoor worden T( )(y) en V(k)(y) bepaald en

daarmee 0Ok y en X.

(0) - (04

Indien w V), zal in vele gevallen voorgaande methode toch
toegepast kunnen worden door een nieuwe hoekvariabele 6 te introdu-

ceren (zie [2]):

T

= =1
() o= J r(x, ¢) —Tiy r{x, y) = "1—7?;:—;7 , v(x) - JO T(x, y)ay.

Het is echter niet altijd mogelijk ¢ als functie van 6 te schrijven

en in (1) te substitueren.,

2. Gegeneraliseerde Methode.

In (2) bestaat het rechterlid uit termen die over y gemiddeld zijn.
Na invoering van 6 wordt over deze variabele geIntegreerd en 6 komt
daarom niet in het rechterlid voor.

Het idee is nu in de geassocieerde vergelijking (2b) 6 niet expliciet

in te voeren:

byoda  fX o (1)
(2b ) E’E(JO F(ya d)) W?__Y 1_1_ + eW (y) + -o-]. |

De bepaling van ngk) en u(k) uit (1), (2ab') en (3) geschiedt op de-

zelfde wijze als bij de K.B.M.-methode.

(2b') wordt na differentiatie van linkerlid:

my 4 o (0) o (1)
(@0") gg=w (y, ) el (g + el -

T 2.(2)
Y(y) l__z- _—_' J F(Y, ¢) 7%} € Ti (y) + -..}.

Substitutie van (3) in (1) geeft:



21

(1) (1)
n ani dyk . Bni ay
=1 Byk dat 9x dat

(58) ==+ ¢

dt t ooeo = EGi )(y,X) + oo

(1) & (1)
(5p) XX + e[_g du Yy , 8u Q%] + ... = w(O)(y,x) +
ke

at L, Toy, at Bx at
(1) n(q) 25 %) (1) 3 0)
*efo T(yax) + k_; n(Fax) = ) St e

Met (2a) en (2b") verkrijgt men\bij gelijkstelling van de co&fficiénten

van ¢ in (5a):
Bn-(1)
(62) M)+ —— w0 = 0, Vg0

en uit (5b) volgt

n . X
(6b) w(O)(y,x)-W“)(y) -v(y) ] 'LJ r(y,¢) %}Ti(”(y) +

i21 Wil
XAML () PN € PRUNE JY €D PR
e yax) = e T Do e Syt
i=1 1
(0)
+ u(1)(Y9X) awax .
Uit (6a) blijkt
(1)
an., |
(0 —— =ty {5 Va0 - L

ni(y,x) moet voldoen aan de periodiciteitsvoorwaarde, dan is ook (7)
periodiek in y. Wanneer het rechterlid van (7) in een Fourrier-ontwik-
keling gebracht wordt dan dient de eerste term nul te zijn (anders

seculiere term na integratie):

T
%‘ jo F(y,x) Gi(1)(y,x)dx = Ti(1)(Y)eY(y)9 ‘

hiermee is Ti(1)(y) bepaald,

&



22

ni(1)(y,x) = ﬁi(y’x) + qi(1)(y), met qi(1)(y) een willekeurige functie

X
en 51(1)(y,x) = JO P(y,¢) {Gi(1)(y,¢) - Ti(y)}d¢.
Evenzo:

u(1)(y,x) = 5(1)(y,x) + p(1)(y), p(T)(y) willekeurig en ﬁ(1)(y,x) uit
(6v).

Voor de eerste orde benaderingen van y; enx gelden de vergelijkingen:

dy

(8a) EEE'= eTi(1)(y),
(8b) K = Oy,

p(1)(y) en qi(1)(y) zijn willekeurige functies, doch zij zijn niet van
zodanige aard dat zij ons een extra vrijheid verschaffen.

Het is een gevolg van het feit dat in (8) ¥; en x tot op 0(e) bepaald
zijn. Bij een tweede orde benadering vervalt deze vrijheid en komen

er willekeurige functies p(z)(y) en gi(a)(y) in resp. u(g)(y) en

n; @),

3. De licht-gedempte slinger.

Als toepassing behandelen wij het probleem van de lichtgedempte slinger
voor grote uitwijkingen. In [?] is de K.B.M. methode gebruikt door na
transformatie van de hoek variabele zoals in de inleidiné aangegeven is.
Deze transformatie leidt tot gecompliceerde berekeningen, met de gege-
neraliseerde methode kunnen deze vermeden worden.

De bewegingsvergelijking luidt:

2
(9) Sfipsinogre-o
at t

Er wordt gesteld: sin £ = k sin ¢, 0 < k < 1,
4€ -
Fra k cos ¢,

zodat het stelsel (9) overgaat in:

£
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(10a) %%~= - ¢k cosgw,
]
(10b) %% = (1 = x> gin® $)? + ¢ sin ¢ cos V.

In termen van de gegeneraliseerde methode:

G(1)(k,w) —k cos® ¥, G(m)(k,w) =0,

w(o) 2

(1 - k

(k,p) sin® w)%, w(1)(k,w) = gin ¢ cos vy, w(m)(k,w) =0

m=2’3, ose o

Het rechterlid heeft een periode m, vanwege de symmetrie is het vol-

doende om over een halve periode te middelen:

m
2 1
vy) =2 J (1 - % sin® x)%ax = 2 K(y)
0
ki)
) 1
T(1)(y) = :_1%1 Y—1(Y)° j c052 x(1 = y2 sin x)'édx.
0
I
(Dgy = 200 1y [P PO sin® 5)
™ (y) — v (y) Io (1_y2 sin? X)% ax;

(1) M) = =7 {0°) X&) - B},

In deze vorm zijn K(y) en E(y) volledige elliptische integralen van
resp. le en 2e soort,

Zij voldoen aan de volgende betrekkingen:

yE'(y) = E(y) - K(y) of K'(y) = =y E"(y) en

y(1-y%) E"(y) + (1y°) E'(y) + yE(y) = o,

Hiermee kan afgeleid worden dat voor P(y) = E(y) - (1—y2) K(y) geldt:

-%(;L)- = yK(y).

Uit (8ab) en (11) volgt:

&
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(12a) %%-= - %é%gj', zodat P(y) = ce™? en

1
(126) R = (14° sin® 02,
dt
-(1) -(1)
nt (y,x) en u' ‘(y,x) kunnen bepaald worden.
Voor de tweede benadering blijkt: T(Q)(y) = 0 en W(1)(y) = 0,
Dit betekent dat y in (12a) met een nauwkeurigheid 0(82) bepaald wordt

en x is volgens (2b"):

a (Kly,x) 1 2
® TGy T wy o)

K(y, x) is een onvolledige elliptische integraal van de eerste soort.

[1] N.N. Bogolinbov & Y.A. Mitropolsky.
Asympt. Methods in the Theory of Nonlin. Oscillations,1961,

" Gordon & Breach, New York.

Eﬂ W.A. Coppel.
On the Eq. of a Synchr. Motor.
Quant. J. Mech. Appl. Math, vol. 12 (1959) blz., 2L2-256,

Eﬂ J.A. Morrison.
A Generalized Method of Averaging, with Appl. to Slightlt Damped
Nonlin. Oscillations.
J. Math. Anal, and Appl., vol. 15 (1966) blz. 213-227,
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IIIb, Constructies van differentisalvergelijkingen
en de K.B.M, methode

1. Inleiding

Het is noodzakelijk gebleken buiten de theorie van de oplossing van
niet-lineaire differentiaalvergelijkingen, ook de problematiek van de
constructie van vergelijkingen aan de orde te stellen.,

In sectie 2 zal een systeem behandeld worden, waarvan de oscillerende
oplossing bekend is en waarvan gegeven is dat het voldoet aan een 2e
orde differentiaal vergelijking. De vergelijking zal dan volledig be-
paald worden.,

Een ander probleem omvat het onderzoek in hoeverre een niet-lineaire
differentiaal vergelijking door een lineaire vervangen kan worden, zo-
danig dat de eerste benaderingen van de oplossingen van beide verge-
lijkingen overéénkomen,

In de praktijk kan het voordelen bieden om in een keten van lineaire
systemen een eventueel aanwezig niet-lineair systeem door een lineair
voor te stellen, om op deze wijze &&n algemene behandeling van alle
systemen mogelijk te maken,

In sectie 3 zal voor een niet-lineaire differentiaalvergelijking een

equivalente gelineariseerde geconstrueerd worden.

2., Het Inverse Probleenm,

Wij onderstellen dat een systeem voldoet aan de volgende differentiaal

vergelijking:
d2x dx 2

(1) —= + f(x) == + wx + k(x) = 0,
dt2 dat

waarbij f(x) een even functie en k(x) een oneven functie is, doch ver-
der zijn deze functies onbekend. Het is niet nodig dat zij van een
zekere grootte-orde in een kleine parameter zijn, zoals het bij de
X.B.M.-methode verondersteld wordt,

Wel is verder bekend dat de functie
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(2) x(t) = A(t) sin (), w(t) = wt + o(t)

met A(t) en ¢(t) gegeven, voldoet aan (1), terwijl

(3)  SE= Alt) cos y(t).

Uit (2) en (3) volgt de betrekking

ar . ay _
(L) % sin v + A(dt - w) cos P = 0,
Het probleém omvat de bepaling van de functies f(x) en k(x) bij deze
gegevens., Hiertoe formeert men volgens de K.B.M., methode een’
stelsel differentiaal vergelijkingen voor %%~en'%%; door (2) en (3)
in (1) te substitueren verkrijgt men met gebruikmaking van (4):

2
(5a) 2&%_1 ='-2A2f(A sin ¢) cos2 Y - g% k(A sin ¢) cos ¥,

(55) ;Aew(%% -w) = Azwf(A sin ¢) cos ¢ sin ¥ + Ak(A sin ¥) sin .

Bij de K.B.M. methode wordt het rechterlid geapproximeerd door middeling
over een periode. Er kan bewezen worden dat de eerste term van de
asymptotische oplossing aan deze "gemiddelde" vergelijking voldoet.

In dit geval vervolgen wij op een andere wijze, daar nu het linkerlid
bekende functies bevat.

Integratie over een periode geeft, omdat k(x) een oneven- en f(x) een

even functie is:

7 2 +1
2y _ 1 a(a”) _ -1 2 . 2
(6a) F(AT) = EFJ_N e dy = = JMHA (A sin Y)ecos™ ¢ dy
2y _ A%y Mgy P , .
(6b) K(A%) = = J_“{dt - wldy = E;J_HAK(A sin ¢)sin ¢ dy

Wij merken op dat de vergelijkingen (6a) en (6b) gelden met betrekking
tot de exacte oplossing (3), er zijn geen approximaties gemaakt.,

(6a) en (6b) vormen twee integraalvergelijkingen voor resp. f£(A sin y)
en k(A sin ).
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Beschouwt men de integraalvergelijking van Abel voor een onbekende

functie f(y):

zZ
g(z) = [ (z-y)™ £(y)dy, 0<a<1,
0

. z
(1) oplossing: f£(z) = E&EFEE'%E J (z-t)a-1g(t)dt,
0

dan verkrijgen wij door de transformaties:

A2 =2, Z sin2 ¥ =y, eenzelfde type integraalvergelijkingen.

2
F'(z) = - %=J F'(z) (z - y)—% dz,

Z 1 1
K(z) J k(y?)(z-y) *dy.

]
A=

Volgens (7) volgt dan uit (6a) en (6b)

3yt [” =
(z%) = -2 Iz JO F(y)(z-y) %dz

% = -d-‘—— z - -Jé
k(z%) T jo K(y)(z~-y) caz.

3. Equivalente Gelineariseerde Differentiaalvergelijkingen.

Een niet~lineair oscillerend systeem wordt gerepresenteerd door de

differentiaalvergelijking:

2
(8) m3E+ kx = er(x, ),
o2 It

m en k zijn gegeven constanten w2 = %3 0<eg <<,

Volgens de K.B.M. methode is de eerste benadering
(9)  =x(t) = a(t) cos ¥(t),

waarbij a(t) en y(t) voldoen aan

&
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2
da - . .
(10a) =5 [0 f(a cos ¢, —aw sin y)sin y day,

(10b) %{’- = me(a),

5 o on
w_ (a) =w - —E—~J f(a cos ¢, —aw sin Y)cos ¢ dy.
e mma. |

Wij introduceren de volgende functies:

2n
(10a) Ae(a) 2 J f(a cos ¢, ~aw sin y)sin y dy,

2n
(11p) ke(a) kK - == J f(a cos ¢, -aw sin ¢)cos ¢ dy,

Ta 0

hierdoor is het mogelijk (10) te schrijven als

-x_(a)
da _
(123») 'a%_"'"%'n"—as
. k (a)
(12) &=y (a), w(a) =—4— .

Met gebruikmeking van (12) kan voor de eerste afgeleide van (9) ge-

schreven worden:

ax _ . Ae(a) .
il me(a)31n Y - —5— a cos ¥;
d2x
nogmesals differentieren geeft een uitdrukking voor —5
dt
Na rangschikking van de termen komen wij tot de differentiaalvergelijking:
d2x dx 2
m—=+ A (a) = + k (a)x = 0(e).
dt2 e dat e

Conclusie: de eerste benadering (9) van vergelijking (8) voldoet aan

2
d x dx _
(13) m.;;§'+ Ae(a)'aE + ke(a)x =0

met een nauwkeurigheid 0(32).

&
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Wanneer het door omstandigheden (zie inleiding) voordelig is om een
lineair systeem te beschouwen dan bepalen wij eerst, Ae’ ke en onder-
zoeken het lineaire systeem (13) door de volgende differentiaalverge-
lijkingen op te lossen (zoals in de lineaire theorie gebruikelijk):
da _ & _
d_t - ""608:, dt = w ‘
Ae _ ke(a)

8 ='§E s w = = .

Hetgeen overéénstemt met de vergelijkingen voor de eerste benadering

volgens (10).

Het komt erop neer dat in (8) de term F = ef vervangen is door

Fe = -{ke(a)x + Ae(a)-%%}.

De formules voor ke(a) en Ae(a) in (11) komen als het ware uit

de lucht vallen, na de invoering ervan wordt het geheel formeel uit-
gewerkt, waaraan mathematisch geen bezwaren verbonden zijn.

Een fysische interpretatie zal verduidelijkend werken, mede ook door-
dat dan het middelings principe op de voorgrond treedt.

Indien (8) en (13) mechanische systemen voorstellen en wij nemen aan
dat de gemiddelde arbeid = per periode afkomstig van resp. de termen
F en Fe dezelfde is, dan geldt:

dx - dx
sff(x, -a-:c-)dx = —)\e(a) f 5 dx - ke(a) j’ x dx.
De laatste term geeft geen bijdrage omdat de uiteindelijke verplaatsing
over &én periode nul is.

Met de tijd als integratie variabele:

T T
dx, dx _ dx.2
(14) EJO f(X, a—_E-) Foy dt = -Ae(a) JO (a‘z‘) dt.

In de eerste benadering is

(15) '%% = waw sin (wt),

substitutie in (14) geeft (11a).
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Ook voor (11b) bestaat er een fysische achtergrond; in de electrotech-

niek bestaat analoog aan de verrichte arbeid volgens (14):

T ax T
W= Fo=—=dt = U(t).i(t) at
o 0

een arbeid verricht door de "reactie" kracht, hierin wordt de stroom-
sterkte i(t) genomen op een tijdstip, dat een kwart periode achter

ligt op dat van de spanning U(t):

T
W, o= Jo U(t).i(t - %-)dt.

In termen van dit probleem:

T T
£ Jo f(x, %%)c—i% x(t - -I][':-)dt = _Jo {x, (a) x(t) + Ae(a) %—f—} %% (t-T)at

Met (15) geeft dit (11b).

Literatuur
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Colloquium Niet-Lineaire Differentiaalvergelijkingen
J, Grasman

Stabiliteit van oplossingen van niet-lineaire differentiaalvergelijkingen

en het bestaan van iyapunov functies
1. Inleiding.,

Er zijn bij het onderzoek van niet-lineaire differentiaalvergelijkingen
diverse definities van stabiliteit in gebruik geraakt. In de cursus

waren gedefinieerd: stabiliteit in de zin van Lyapunov en asymptotische
stabiliteit. Doch er zijn ook andere definities in omloop, om er enkele
te noemen: practische-, lagrange- en equi-asymptotische stabiliteit.

Het is in het algemeen aan te raden deze verzameling van definities,

ter voorkoming van begripsverwarring, beperkt te houden, In het vol-

gende echter zullen wij ons toch genoodzaakt zien een andere stabiliteits-

indeling te maken,

In deze colloguium bijdrage zal de directe methode van Lyapunov behan-
deld worden. Deze methode omvat het onderzoek van stabiliteit bij een
differentiaalvergelijking van het type

dx.
= = £.(t, x),1=1,2, cuu,m, £,(t, 0) =0,

2l

hiertoe zoekt men een continue functie V(t, x) met V(t, x) > O voor
x# 0en V(t, 0) = 0,

n dx.
. dv _ 9V oV 1 . _ . . .
Indlen4a€ = 3% 121 axi Frs 5_0, dan is x = 0 stabiel in de zin van
Lyapunov,

Voor voorbeelden en stellingen wordt verwezen naar de cursus.

De keuze van de functie V(t, x) is in vele gevallen tamelijk wille-
keurig, Bij fysische systemen kan als Lyapunov functie de bijbehorende
energie functie gebruikt worden,

Door o.a. Zubov is 'n theorie ontwikkeld die een constructieve methode
van Lyapunov-functies geeft, doch ook hier komt een keuze van functies
aan de orde, die zich niet in een methode laat vastleggen. Aan de hand
van werk van Strauss [j] en Hahn Ei] zal het probleem nu van een andere

kant “benaderd worden. Uitgaande van het feilt dat men de oplossing be-
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kend stelt, tracht men een bijbehorende Lyapunov-functie te bepalen.
In deze opzet veronderstelt men dat de oplossing x(t) aan de volgende
voorwaarde voldoet, opdat de constructie van een Lyapunov-functie

mogelijk is:

(a) J k(x(t))at < =« (k is een nog nader te bepalen
t

0 functie).
Met behulp van deze conditie wordt een nieuw type stabiliteit gein-
troduceerd. Ook in fysische toepassingen speelt een Lyapunov-functie

waarbij aan voorwaarde (a) voldaan wordt de rol van energie~functie,

zie [b] en [5].

2, Stabiliteit volgens Strauss.
Wij beschouwen de vector x(t) = (x1(t), xz(t), eons xn(t)) waarvoor

(1) e, x), 2, 0) = 0, x| 2 m

zij F(%, tgo XO) di& oplossing van (1) Waarvoor F(to, tgs xo) = X4»
dan voert men de volgende definities voor stabiliteit en Lyapunov-

functies in.

5,1, Voor (1) is x = 0 IP-stabiel als x = O is stabiel in de zin van
Lyapunov en als er voor elke to > 0 een § > O bestaat, zodanig

dat voor alle X, met ||x0|l < & geldt:

(2) J [F(t, s x,) [ [P0t < =
o

2.2, Voor (1) is x = O uniform IP-stabiel als x = 0 LP-stabiel is en
als voor alle Xq met |]x0!| < M, er een omgeving bestaat, zo-
danig dat (2) uniform convergeert binnen deze omgeving.

2,3, V(t, x) is een Lyapunov—fuhctie als

a. V(t, 0) = 0 voor t > O.

b. V(t, x) is positief definiet voor ||x[| > 0.

c. V(t, x) is Lipschitz continu in een omgeving van (to, xo).

d. V(t, x) is comtinu voor ||x|| > O.
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2.k, Stelling

Als V(t, x) een Lyapunov-functie is van (1), zodanig dat

¥ (t, x) 5_-c]|x][p voor zekere ¢, p > 0O, dan is x =0 1P-stabiel

voor (1), ' , .
Opmerking: V(t, x) = lim sup V(t+h, x+hf(t, ﬁ)) - (V(t, X)’
' h{0 ;
als V(t, x) differentieerbaar is voor t > O, x| | >0

dan geldt V(t, x) = %%s(t, X)e

Bewijs

Uit de directe methode van Lyapunov volgt dat x = O stabiel in de zin

van Lyapunov is voor (1).

Definieer: £
y(t) = V(t, Flt, t,, %)) +c J 7(s, t4 xy)[Pas,
o
neem t vast en bepaal :
y(t) = 1im sup y(t+h) - Y(t), er volgt

h{0 h

7(t) < T(t, x) +c||x||P < 0.

Daar y(to) = V(t,., xo), verkrijgen wij de ongelijkheid:

0

0 < V(t, x) < =c J: |7 (s, tys _xo)|pds + V(to, xo), daar y(t)
0
een niet-toenemende functie is,
Voor t » « geldt

jt |F(s, g xo)| ds E_E-V(to, x5)e
0

2.5, Voorbeeld
X

]
%% = g(ét) x (x scalair).
0

Oplossing x = F(t, s xo) = EKE;T . glt)

Als g(t) = log1t+2 dan is voor geen enkele p > 0 (2) geldig.

, In dit geval is er geen Lp—stabiliteit, doch voor x = 0 is het

stelsel wel asymptotisch stabiel.
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Als g(t) = E. 1
n=1 1+n (t-n)

dan is voor p > 3 (2) geldig.

De reeks is uniform convergent, zodat term voor term geIntegreerd
kan worden (zie Bﬂ)e Het stelsel is stabiel in de zin van Lyapunov
omdat g(t) < 2 + Z —% zodat x = 0 is LP-stabiel.

n=1n

Lim g(t) bestaat niet er is geen asymptotische stabiliteit.

t-c0
Conclusie IP-stabiliteit en asymptotische stabiliteit sluiten

elkaar niet inl
2.6a. Stelling.
Als in (1) £(t, x) en fx(t, x) continu zijn voor ||x|| <M en

x = 0 is uniform IF-stabiel en als voor de matrix ¢ met
oF.
i
05 = -5;;53 (t, tys xo) geldt ||<I>(t+to, g xO)H < y(t), waar-
bij ¥(t) aan dezelfde voorwaarde (2) als F(t) voldoet voor

-0 <8 < ||x|| <M Dan bestaat er een Lyapunov-functie v(t, x)

met ¥(t, x) = -||x||P.
Bewijs:
Definieer V(t, x) = [ [F(s, t, x)||Pas = J | |F(s+t, t, x) | [Pas.
t 6]

Vanwege de uniforme IP-stabiliteit is V(t, x) continu in t en X,
v(t, 0) = 0,

V(t, Ft, by %5)) = j |[F(sy £, Flt, £y, %)) |[Pds = J |1F(s, 4, xo) | [Pas
t t
a
zodat EE°V(t, x) = -||F(t, Tos XO)|1P°

Wij tonen aan dat V(t, x) Lipschitz-continu ig:
Kies een open convexe omgeving N(x, t) van (to, xo) met O < lell < M,

Voor X9 xgel\T geldt:

[1 1mtors, o0 ) 1P = [Ioatt, &, x| Plas <
0

[otlImtsse, o, x) 17"+ lirtese, 0 ) P73 TIRCere, &, x| -

&

F(s+t, t, xz)ll |ds.

- |
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De middelwaardenstelling luidt voor dit geval:

| 1R+t £, x| |=][F(sst, &, x| |=][a(avt, ¢

.]—X2‘ Ia

waarbij x,. < Zs < X

i 1 Of X,. > Z. > X,. VOoOor i = 1, 2, c00, N

11 1 21

Als k = sup {J | |F(s+t, t, x)||p-1w(s)ds} dan blijkt:
- xeN ‘0

[v(t, x1) - V(t, x2)] §_2pk!{x1-x2|].

Tenslotte wordt bewezen dat V(t, x) positief definiet is voor |x]]| > o:

t+s ‘
F(s+t, t, x) = x + J flu, Flu, t, x))du.
: t

stel ||£(t, x)|| <K voor t > t, en ||x|| < M dan is

0
||F(s+t, t, x) = x|| < Ks.

Indien 0 < s < JJ~iJ~dan is ||F(s+t, t

V(t, x)>; [[F(s+s, t, x)[|Pas > g2 |]x]]%*,

Hiermee voldoet V(t, x) aan de gestelde eisen voor een Lyapunov—functie.

Voorbeeld:
dx : ‘ *
- _ _ _ 01
e b xy = Faltytes %) = g yx T
. 0°702
oplossing:
dx, *
2 _ .2 = = s
T X s %p 20 X, = Folbytgs %) = YR 7
0°702
) 1R (1-t+t )
S . (bt x.) = v(t)

9 ? s +
i=1,2 j=1,2 | %3 407 0770 {6(t—t0)+1}2 S (-t g1

| =M.

voor 0 < § i-‘xoi <

Het stelsel is in x = 0 LP-stabiel met p > 1,

Dan bestaat er de Lyapunov-functie V(t, X):

*® P b
V(t, x) = J ] 17 ds = %1%4437-, terwijl
t {(s=t)x,+1}P p=1%

p-1 _.
av _ oy dx, Lo dx, _ 1 | x| s1gn(x1) - ) .
t  ox, dt = 9x, at  p-1 X, S B
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p-1 - p )
+ {JQ1 |1x] ] + | x|l > }(-x ) = ”|lxl|p°
P~ X 2
2 (p-1)x
2
Als £(x, t) = A(t)x geldt er een stelling van het type 2.6a onder
zwakkere condities.

2.6b. Stelling

Als in %% = A(t)x met A(t) een continue matrix, x = O IP-stabiel

ig, dan bestaat er een Lyapunov-functie V(t, x) met V(t, x) <
b
-{ =] ]%s

Als toepassing van het voorgaande kan er de volgende stelling be-
wezen worden.
2.7. Stelling
Als
dx

(3) T Alt)x + g(t, x), glt, 0)

i

= A(t)x, dan is x = 0
st x) ][ 7" > 0

en x = 0 is LP-stabiel voor het stelsel

0
ax
1 dat
ook IP-stabiel voor (3), indien |[X™ (£)][F

‘uniform in 0 <t < = als |lx]|] =+ 0.

Schets van bewijs:

%X(t) is de fundamentele matrix van gelineariseerde systeem, waarbi]
volgens 2.6b een Iyapunov-functie bepaald kan worden.
Vervolgens wordt aangetoond dat deze functie ook een Lyapunov-functie
voor (3) is met V(t, x) < —c||x||P, zodat men met 2.4 verkrijgt dat
de triviale oplossing van (3) ook 1P-stabiel is, onder genoemde voor-
waarde.
Voorbeeld
=
dt

1
)
ot
ol

(&)

x(t) = (¢ ? ) is de fundamentele matrix van gelineariseerd

t+1
probleem,

Hiexvoor geldt IP_stabiliteit in x = 0 voor p > 1 (to > 0),
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n
x12te-t

1,2
-1 ; -1 _ , +zt
R(t, x) = [[X7 (6)] [P [felt, )] []x][7 = (e +1+t>pm

R(t, x) + O uniform in t voor ||x|| - O, indien n > 2,

In dat geval‘is ook (4) rP-stabiel (p > 1) voor x = O.

3. Stabiliteit volgens Hahn,

In plaats van de integraal (2) te beschouwen, definieert Hahn Eﬂ de
integraal: .
alt, x4 to) = j k(|7 (u, Xg» to)ll)du
t
0
met k(r) een nog nader te bepalen functie.

Definities:

3.1. ¢(r) €K, waarbij K de klasse is van continue functies ¢(r),
‘Waarvoor ¢(r) monotoom-stijgend is voor 0 < r < «, ¢(0) = 0.
3.2. o(s)e L, waarbij L de klasse is van continue functies o(s), waar-

voor of(s) monotoon-dalend is voor O <8, 28 <=, 1lim o(s) = 0,
g

3.3. Als Q(x, t,) = iii alt, x5 ty) = Jt k(] |F(u, x4 t,)[])at < =,

k€K, dan heeft (1) een k-gedrag.

3.4, Als q(t, %, tg) §_¢O(||x0|!), met t, vast dan is x = 0 k-stabiel
voor (1) (¢O€ K).

3.5, Stelling
Als x = 0 stabiel is in de zin van Lyapunov voor (1) en 3.3. is

uniform convergent voor O §_||x0|| < M, dan is x = O k-stabiel.

Bewijs:

Stel Q,(XO, to) = Q1(x05 to) + Q2(Xoa tO)S
III 0
Q1(Xos tO) = I k(‘lF(us xos to)ll)dua QQ(xoa to) = J k(!lF(ua XO’ to)ll)du°
t T
0

Als het stelsel stabiel is in de zin van Lyapunov betekent dit

[IF(t, X to)ll §_¢1(l|x0||) met ¢,€K voor t >ty

&
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Er geldt omdat k€ XK: k(¢1(|~]xol|) < ¢2(l !XOH), (¢,€K) zodat
Q1 < ¢2(| Ion)(T - to)“

Voor een gegeven ¢ bestaat er een §, zodanig dat Q i:%, als |lxoll < 8.
Er bestaat ook een T1, zodanig dat Q2 5:% voor T 3_T1, vanwege uniforme
convergentie van 3.3. Q(to, xO) < ¢ bij een vaste t, > 0 voor
||x0|l.i §, hetgeen overeenkomt met 3.k,
3.6, Stelling

Als x = O asymptotisch stabiel is voor (1), dan is x = 0 ook

k-stabiel bij een geschikt gekozen k-functie.

Er wordt een functie k(||F(t, X5s to)ll) geIntroduceerd (k€K).
Men kan bewijzen dat er altijd een functie k€K bestaat, zodat
(1) k-stabiel is in x = 0. In 3.9 zal in een speciaal geval het
bewijs geleverd worden.
Uit deze stelling blijkt het voordeel van de stabiliteitsdefinitie
" van Hahn boven die vah Strauss (waarbij asymptotische stabiliteit

nog geen IP-stabiliteit in hield).
De volgende stellingen lopen parallel aan die in sectie 2 zijn
afgeleid.

3.T. Stelling (vergelijk 2,k4).
Als V(f, x) een Lyapunov-functie is van (1), zodanig dat
T(t, x) < -k(||x]|) voor een geschikte functie k€K dan heeft (1)
een k-gedrag. |

Bewijs:

V(to, xo) - q(t, Xg to) > V(t, x) > 0, zodat lalt, Xg» to)| < V(to, xo).

Voor t - » verkrijgt men 3.3,

3.8. Stelling (vergelijk 2.6),
Als (1) een k-gedrag heeft, dan bestaat er een Lyapunov-functie
zodanig dat V(t, x) = =k(]||x|]).

Bewijs:

Stel V(t, x) = Q(x, t), langs een baankromme geldt:

.

Q(F(t, x’, to), t) Jt k(| |F(s, F(t, Xg5 to), t)|as =

0

#

J k(| |F(u, Xgs tO)II)du.
t
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aq

x) = V(t, F(t, x to) =3

0° = "'k(HF(t’ Xo’ tO)H) = -k(HXH)'

3.9. Voorbeeld

(5)

?
%%—= é?é%l x, X scalair, g(t) > 0, max g(t) = L, 1lim g(t) = 0.

O<t<e Tt
Oplossing: x = F(t, x., t.) = 0 g(t), ||x.]] < M.

» %g* Y Ert_o'j' /3 ol =
Er is een asymptotische stabiliteit: er zal aangetoond worden
dat (5) ook k-stabiel is,

N IEN

alt, xo,to) = Jt m glu) du met k&K,
0

Men kan deze k-functie als volgt schatten:

BN
k('m 20 g(u)) ik1{|xol).k2(g(u)}, k,, k€K,

Kies namelijk k1(|x0l) = [%{‘XO

el

 xylg(w) = E!{a%‘gy g<u>}]%.

t
Aty x5 3) <y 5y ) [ eylate)am

to ,
Er bestaat een continue functie p(t) met de eigenschappen

1. p(t) > glt) wvoor t >t, >t

2, p(t) is monotoon-dalend.

3, lim p(t) = », lim p(t) =0
t-0 t o0

L. p'(t) bestaat voor t > § > 0 en is monotoon niet-dalend.
lim p'(t) = 0, |p'(¢t)| < R(8) voor t > & > O,

Tt
(t) _-1
Definieer kz(g(t)) = Jg e P (g(u))dg(u),
0
t = p—1(g) is de inverse van ()
g = p(t). 2

o
o
(10
~~
o
o —
A

Q
o]
o

L
(|

g(u)
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% v
= j e Ypr(u)au  (zie fige).

t,- g(t) -1 ,
Qlxgs ty) = k(%)) {Jt1dt jo P (8lu))g ) 4
e (8 o7 e
+ j " at j e 8\ 3g(u)].
t, 0
~t

(6) alxy, ty) < & (|xgl) {Lit, = ty) + Re 1.

Hieruit volgt het k-gedrag van (5).

Bovendien volgt uit (6) ook k-stabiliteit: k1(|,x0|) = kg(il"/f IXO Yo

4, De stelling van Zubov.

In ]:6] wordt de stelling van Zubov met gebruikmaking van het voorgaande
bewezen. De uitbreiding hierbij is dat er een Lyapunov-functie gecon-
strueerd kan worden, die evenzo vele malen continu differentieerbaar

is, als het rechterlid van de te beschouwen differentiaalvergelijkingen.

Stelling

Voor de differentiaalvergelijking

ax afi

el f(x), x = (x1, soes Xn); f(x) = (f1, caos fn) en == bestaat,

9%y
veronderstellen wij asymptotische stabiliteit in x = O,

A is een gebied dat de oorsprong bevat; voor elk punt x € A geldt

0
1lim F(t, xo) = 0 en elk punt waarvoor dit geldt behoort tot A.
t >

Er bestaan twee functies U(x) en W(x), die voldoen aan

a., 0 < W(x) < 1 voor x # 0, W(x) is continu voor x&A.
b, U(0) = 0, U(||x|]) > O voor x # O.

co SEEL 2 - g |r(s, x)| . {1W(F s, 1)}
d, 1lim W(x) = 1, X€T3 T vormt de rand van A,
x9X

e. W(x) heeft continue eerste afgeleiden.
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Bewijs:
Evenals in 3.6. geldt:

(1) 117G, 011 < 4(]Ix]]) o(t) voor [[x|] <, > o,

Er wordt gesteld:
o™ (r) STy s A
re ,t =g (r) is de inverse van r = o(t).

ulr)

I

(8) W(x) 1—exp(—J u([|F(x, x)|])ac).
0

De integraal in (8) convergeert voor alle x, hetgeen wij bewijzen door

=t z0 te kiezen dat
(9) (|[FCs_, )] =1,

de integraal over 0 < 1 j_tn is eenvoudig te schatten,

Voor het interval tn <1 < w geven wij de afleiding:

{>¢]

(10) L

L}

u(||P(r, x)[[)ar

n

J U(1|F(tn+r, x)|]|)ar =
0

J u( | |®(x, F(t , x)||)dr.
0

Uit (7) en (9) volgt:

[IF(e, Bty x| < ¢(][F(s, ©)]]) ol0) < & ola)

1(0(1)

(| [F(x, F(6_, x)]]) < = o(x) exp(-o” ) <= o(r)e™".

n

Deze laatste schatting 1s uit de
giguur af te lezen,

Hierdoor is de integrand van (10) o(r)
gemajoreerd en volgt convergentie

van de integraal in (8), punt a,

is hiermee bewezen. lﬁ(T)
n

t ®
1250(x) = exp(- j (| F(x, x)|])ac). exp(- J u(||F(x, %) |])ac),
0 t
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<0

exp(_j u(||F(r, x)|])ar)
t

exp(~ J u(|[F(c, P, x))]]ar =
0

1-W(F(t, %))

zodat £

(1—W(X)oexp(J U(||F(r, x)|])a ) = 1-W(F(t, x)).
0 :

Door beide leden naar t te differentieren bij vaste x verkrijgt men c.
Eigenschap d. wordt op de volgende wijze aangetoond:
Kies een rij x €A met lim x_= X.
" nvoe ? kot . -

r is een zodanig getal dat voor HX | < r volgt x € A,
Voor t =t _ is ||F(t,, xn)ll =r' <r,
De bewering is dat voor n » = geldt dat t = 3 stel dat dit onjuist
is dan moet t < T voor alle n.
F(t, x) is continu in x: bij iedere € > O bestaat er een § > 0 zodanig
datlilF(t, xa) - F(t, x.b)ll < ¢ als Hxa - xbll <8den0<t <T
Kies x, = X, X ligt in een §-omgeving van x_en F(t, xb)€:A voor
0<t<Teneg<r=-r'
Indien n > N zodanig dat Hx - xnll < 38, dan bestaat er in de §-omgeving
van x  een X, & A en F(t, xb)eA voor 0 <t < T,

. ) o . @, »
Hieruit zou volgen lim F(t, F(tn, xb)) = 0 &f lim F(t+tn, X‘b) = 0,

Lo £

doch dit houdt in dat X‘b€‘A° Deze tegenspraak toont aan dat inderdaad

tn—>wvoorn—>°°.

t
[1=u(p(s_, x )} = {1-(x )} exp{Jon o(]|7(e, x )|l

+
(10) a, exp {- Jon u(]IF(r, x)|Dar} < 1-W(x) <

t
<o e {- | " OCIIECe, )| Dart,

omdat 0 < a, < 1 - W(F(tn, xn)) <a, < 1,

Verder is U(||F(z, xn)H) > a3 >0, zodat uit (10) eigenschap d. volgt

VOOY I > %

&
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Wij bewijzen nu eigenschap e., hiertoe wordt een nog willekeurige

positieve konstante vy genomen, en worden de volgende functies inge-

voerd:
uY(s) = s.exp{-vy 0r1(?K7%£TTT)}’
r
U (r) = j u (s)ds,
Y o ¥
62) W (x) = 1 - expf - jo o (| [F(r, )| Pas}.

(12a) komt in de plaats van (8) en heeft dezelfde eigenschappen a t/m d.

oW © 3U_(||F(t, x)|]|)
29 5z G0 = {1 - (=) [

Voor het bestaan van de partiele afgeleiden van W# is het nodig dat
de integraal in (12b) convergeert voor alle x.
BFi(t, xo)

Stel g.. = dan is
i onj
dgi. % 8fi
== = e &y i, =1, 25 oee, 1o
dt k=1 Xk kJ
Uit dit stelsel differentiamalvergelijkingen kan men concluderen
: k-t
lg. . (t)]| <k.e 2 , met k. en k, zekere constanten.
1] - 1 2
BUY(||F(T, x)[]) ) dU‘Y(r) rzl F (t, x) 8F,
3Xi dr r=!|F(T’X)II k=1 TFK(Ts X)I Bxi
aUY(lIF(T, x)|]) kb
(13) 5%, :_uY(I!F(T, x)]]).k1e

< =1eell]xl]) olx)
a1, 1D = 1136, 01| esplye™ Ll sle)yy,

hetgeen volgt uit (17).

w (17, =)D < 1 [rCe, 2] 177"
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Voor (13) vinden wij de afschatting

ou, (| [7(=, 2] ])

9X.
i

(k,=y)T
<IF, Dy e 2

Als wij v > k, kiezen is de integrasl in (12) convergent voor iedere

X
Indien f(x) hogere orde partiele afgeleiden bezit kan de procedure
herhaald worden door UY te integreren, wij verkrijgen dan voor W_ een

functie die hogere partigle afgeleiden bezit.
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Colloquium niet-lineaire differentiaalvergelijkingen

J.F. Frankena

V. De tweede methode van Lyapunov toegepast op het stabiliteitsprobleem

bij stelsels partiéle differentiaal vergelijkingen.

Onder invloed van de technologische ontwikkeling is in de tweede

helft van de negentiende eeuw een systematisch en wiskundig gefun-

deerd onderzoek begonnen naar de stabiliteit van bewegende, i.h.b.
trillende systemen. De theorie van A.M. Lyapunov [1] is tot nu toe

één der krachtigste hulpmiddelen gebleken. Zij is in wezen een uit-
breiding van de stelling van Lagrange-Dirichlet, welke zegt dat een
evenwichtspositie, waarin de potentiéle energie minimaal is, stabiel is.
In eerste instantie poogde men met de theorie van Lyapunov de stabi-
liteit van oplossingen van gewone differentiaalvergelijkingen te onder-
zoeken,

Men is zich echter ook gaan interesseren voor de vraag of Lyapunov's
theorie toepasbaar is op partiéle differentiaalvergelijkingen.
Aanvankelijk wordt hierbij uitdrukkelijk de continuiteit en eenduidig-
heid der oplossingen vooropgesteld. Er zijn echter vele problemen, waar-
bij aan deze voorwaarde niet voldaan is, b.v. gemengde rand- en begin-
waarde problemen waarbij de oplossing niet eenduidig is, of waarbij

zich discontinuiteiten voordoen. Het is de grote verdienste van o.a.
V.I. Zubov [2] geweest dat deze gevallen zijn behandeld, en wel in de
theorie der z.g. algemene systemen. Deze zijn een generalisatie van
dynamische systemen in die zin dat de uitdrukkelijke eis van continu-
iteit vervalt. In de theorie der algemene systemen wordt alleen Lyapunovis
tweede of directe methode gebruikt. Deze onderscheidt zich van de eerste
methode hierin, dat de nodige informatie direct uit de gegeven diffe-
rentiaalvergelijking(en) wordt betrokken, zonder kennis van de oplossingen
zelf,
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2. De tweede methode van Lyapunov.

Zij X = (x1,..., xn) een element van een n-dimensionale Euclidische
vectorruimte E.» p(X,0) = ||x]] de Euclidische norm van X, terwijl de

componenten X. afhankelijk zijn van de reéle parameter t.

)

Def. 2.1: Een positief definiete functié* V(X) voldoet aan:

a. V(X) is éénwaardig, continu en gedefinieerd in een gebied
I%ll < R in E» R>0;

by V(0) = 03

c. V(X) > 0 voor X # O,

Def. 2.2: Een Lyapunov functie is een continu differentieerbare positief

definiete functie V(X) met:

. av

-

d. V

i s oo P

S(M,r) = {X:p(X,M) < r}
SG,r) = {X:p(X,M) < v}

Beschouw nu een vectorfunctie F(X), gedefinieerd op En of een deel ervan,
met F(0) = 0. We veronderstellen dat F zodanig gekozen is dat de existen-
tie van oplossingen in een omgeving van X = 0 en -wo<t<e van het stelsel
gewone differentiaal vergelijkingen.

(2.1) X = F(X)

gewaarborgd is. Het stelsel (2.1)bezit de nuloplossing X = 0.

ang;“glgz De nuloplossing van (2.1) heet stabiel (in de zin van Lyapunov)
indien Ve»038(e) > 0 ! X(O)E 5(0,6) ==>X(X(°j,t) € S(0,e) voor t30).

Def. 2.6: De nuloplossing van (2.1) heet asymptotisch stabiel indien ze
(O),t)” % 0 als t> «.

stabiel is en bovendien ||X(X

-Def. 2,7: De nuloplossing van (2.1) heet instabiel indien

(o) (o)

Je > 0y > 03 T(8) 2 0 }_x €5(0,8)= X(x'°’,t)45(0,¢) voor t > T.

&

#)
Geheel analoog definieert men een negatief definiete functie
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Opmerking. Het stelsel (2.1) wordt autonoom genoemd vanwege het ont-
breken van t in het rechterlid .¥(X), i.t.t. niet-autonome systemen
zoals

(2.2) X = F(X,t)

De kern van Lyapunov's theorie wordt gevormd door een viertal stellingen,

welke we hier voor het autonome stelsel (2.1) formuleren.

Stelling 2.1. De nuloplossing van (2.1) is dan en slechts dan stabiel

indien in een voldoend kleine omgeving van X = 0 een Lyapunov functie

gedefinieerd is.

Stelling 2.2 De nuloplossing van (2.1) is dan en slechts dan asymptotisch
stabiel indien in een voldoend kleine omgeving van X = 0 een Lyapunov

functie gedefinieerd is met negatief definiete tijdsafgeleide v.

Stelling 2.3 De nuloplossing van (2.1) is dan en slechts dan instabiel
indien een functie V(X), met V(0) = 0, met continue partiéle afgeleiden
gevonden kan worden zodanig dat v positief definiet is en V willekeurig

dicht bij de oorsprong nog positieve waarden kan aannemen.

Stelling 2.4 De nuloplossing van (2.1) is dan en slechts dan instabiel

indien een functie V(X), V(0) = 0 met continue parti&le afgeleiden gevonden
kan worden, zodanig dat
Vo= v+ W,

waarin A een positieve constante is en W(X) niet-negatief, terwijl V(X)
in een willekeurig kleine omgeving van de oorsprong nog positieve waarden

kan aannemen.

Voor niet-autonome systemen zoals (2.2) moet e.e.a. uniform in t geschieden.

Stabiliteit wordt in dit geval ook wel uniforme stabiliteit genoemd.

Instabiliteit is dan een eigenschap, welke de uniformiteit (in t) der
stabiliteit tegenspreekt. De ruimte En wordt vaak de faseruimte genoemd,

terwijl E XL, de bewegingsruimte heet (E, = {t | ~=<t<=]).

3. Dynamische systemen

Een voor de hand liggende vraag is, of de tweede methode van Lyapunov kan
worden uitgebreid tot stelsels partiéle differentiaal vérgelijkingen.
Het is wenselijk, het gegeneraliseerde formalisme geschikt te doen zijn

voor toepassing op gewone differentiaalvergelijkingen.
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Hiertoe staat ons ten dienste het begrip dynamisch systeem, hetwelk
in zijn meest algemene vorm een mathematisch model is voor een &&n-

duidig oplosbaar rand-beginwaarde probleem (gemengd probleem),

Def, 3,1, 2ij R een metrische ruimte met metriek p, Onder een
e e

dynamisch systeem in R verstaan we een é8n-parametrige familie wvan

transformaties Ft’ -w<t<o, van R in zichzelf, met de eigenschappen:

a, peR en te(-»,») impliceert Ft(p)ER; :O(p) =D

b, Ft(p) is continu in t en p, i.e,

Ve>0361(p,t1,a)& 62(p,t1,e) / p(p,q)<61&.lt1-t2 <52=>o(’r."t (p), Pt2<q))<e3

1

ce T, (Ft2(p)) = Fi st (».

oo 172
Vaak wordt Ft(p) genoteerd als f(p,t).

Deze familie begrensde transformaties vormt een groep met nulelement
f(p,0).= p en inverse £(n,~t): £(£(p,-t),t) = £(p,0) = p. De afbeel-
ding Ftvheet wel een beweging; de verzameling £(p,t) voor vaste p en

-wt<eo de baan of trajectorie door p.

Def, 3.2, Een invariante verzameling M van een dynamisch systeem f(p,t)
e S el

in R is een deelverzameling van R waarvoor geldt
pell = £(p,tleM, =w<t<e,
Opmerkine M bestaat dus uit gehele trajectorisn van het dynamische systeem,

We zullen ons bezighouden met het stabiliteitsprobleem van deze invariante
verzamelingen, Aangezien men kan bewijzen dat de rand van M eveneens inva-
riant is, heeft het zin om de stellingen te formuleren voor gesloten inva=
riante verzamelingen, De elementen peR zijn in het algemeen op een Eucli-
dische ruinte gedefinieerde funkties i.p,v. punten uit En; derhalve ligt

het voor de hand om het begrin Lyapunov funktie te generaliseren tot Lyapunov
funktionaal, De eigenschappen van V(p) blijven onveranderd zoals in §2.

Bij wijze van voorbeeld geven we hier de tweede van Lyapunov's vier stel-

lingen in de formulering voor dynamische systemen.
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Stelling 3.1, Een gesloten invariante verzameling M van een dynamisch

systeem £(p,t) in een metrisch ruimte R met metriek p is dan en slechts
dan asymptotisch stabiel indien er sen voldoend kleine omgeving S(M,r)

bestaat waarin een funktionaal V gedefinieerd is met de eigenschappen

1>o is een €1>° te

vinden 23 dat V(p)>e1 indien peS(lf,r) en p(p,M)>61 ;

a. Voor willekeurige, voldoend kleine waarde van §

b, Bij willekeurig kleine e,>o0 kan een 62>o aangewezen worden z6 dat

2
V(p)se2 indien p(p,M)<62 3

cs V(f(p,t)) is een niet-stijgende funktie van t voor tzo, peS(i,r),
zolang f(p,t)eS(M,r),
d, V(f(p,t))»o als t+» voor elke beweging f(p,t)eS(M,r).

Opm. De voorwaarden a t/m'g zijn de nodige en voldoende voorwaarden

voor stabiliteit van M,

Nog enige belanpriike begrinpen,

Def, 3,3, Een asymptotisch stabiele invariante verzameling M van een
BN ANE ARG R
dynamisch systeem f(p,t) in R heet uniform asymptotisch stabiel indien

38>0 ve>o3 T(e)>o | p(p,M)<S3p(£(p,t) M)<ec voor alle t3T(e).,

Def, 3.4, Een asymptotisch stabiele gesloten invariante verzameling M
SRR Byttt

van een dynamisch systeem f(p,t) in R heet uniform aantrekkend indien

36>0 | Vee(0,8)3T>0%a>0 | e<o(p,U)<ddo(f(p,t),")>a voor alle te[o,T],

Def, 3,5, Zij M asymptotisch stabiel onder f(p,t). Het gebied van

asymptotische stabiliteit A van M is de verzameling

A= {p | peR, p¢M& lim p(£(p,t),M) = 0 }

t-+o0

Yen kan bewijzen dat A een open verzameling is, welke een (voldoend
kleine) omgeving van M bevat,

Lnkele zeer belangrijke stellingen uit de theorie der dynamische systemen
willen we hier nog signaleren, '

Stelling 3,2, Als een gesloten invariante verzaneling !1 van een dynamisch

systeem f(p,t) in R uniform asymptotisch stabiel is, bestaat er voor alle
te(-=,») een continue funktie L(t), welke voor van == tot += toenemende t

sterk nonotoon afneemt van +» tot o, met de eigenschap
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p(F(p,t),M) < L(t) als tzo en p(p,il)<s,

waarbij 8 de grootheid uit de stabiliteitsdefinitie is.,

Stelling 3.3, Een asymptotisch stabiele gesloten invariante verzame-

ling M van een dynamisch systeem £(p,t) in R is, indien M een voldoend
kleine compacte omgeving bezit, uniform asymptotisch stabiel en uniform

aantrekkend,

4, Voorbeelden.

1, Beschouw de lineaire parti&le differentiaalvergelijking

n
Ju au
(4.1) eme = U + Z b. ———
a9t i=1 1 3x,

waarin a,b1,...bn reéle constanten zijn. Zij ¢ de Banachruimte der in

En gedefinieerde continu differentieerbare vectorfunkties ¢(X), XeBn, met

lim ¢(X) = L

L tant L
i 6 constant en | ¢|<co

¢
en norm

61l = sup [o]
XekE
n

Voor ieder element ¢ed kunnen we een oplossing u(¢,t) van (4.1) met

u(¢,0) = ¢ vinden, nl,

(4,2) u(¢,t) = ¢(x1+b1t,....., xn+bnt)exp(at).

Voor vaste t kunnen we u(¢,t) beschouwen als een transformatie van ¢ in

zichzelf, Deze transformatie heeft de eigenschappen van een dynamisch

systeem:

a., De funkties u(¢,t) zijn voor vaste ¢ed &8nduidig bepaald, continu
differentieerbaar naar alle argumenten (x1,..,xn;t) en u(¢,0) = ¢3

b, De funkties u(¢,t) zijn continu in beide variabelen, i.e.

Ve>038, (010t 126188, (4 yt0e) |t1-t2|<51al [67=6,] |<52=>
#I]u(¢1,t1) - u(¢2,t2)]|<e s

Ce u(u(¢,t1),t2) = u(¢,t1+t2).

£
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2, Onder een autonoom stelsel parti€le differentiaalvergelijkingen
van de le orde verstaan we het type

du ' du,

S o N
(4,3) Ll fs(x1,..., X sUiseeesy 2 ) 3 195 = Ty0e0s033 1500 0Ke

n? 3%,
J
We veronderstellen dat alle variabelen van fs in een zekere Euclidische
ruimte variéren, en fs continu is in zijn definitiegebied. Zij voorts ¢
een metrische of genormeerde lineaire ruimte met als elementen de vector-

funkties ¢=(¢1""¢n) met in E, gedefinieerde componenten, Stel dat voor

k
willekeurige ¢e? een oplossing U=U(¢,t) van (4,3) te vinden is,(U=(u1,..,un))

met de eigenschappen

a, U(¢,t) is gedefinieerd voor alle te(-w,o), U(4,t)ed, U(o,t)=0;
b, U(¢,t) is continu in ¢ en t;
Cs U(U(¢,t1),t2) = U(¢,t1+t2)-

Dan bepaalt (4.3) een dynamisch systeem U(¢,t) in ¢, Zij nu A een open

omgeving van de "gesloten invariante verzameling' U=0. Er geldt:

Stelling 4,1, Een nodige en voldoende voorwaarde, opdat A het gebied van

asymptotische stabiliteit van de nuloplossing zij is het bestaan van twee

funktionalen V(¢) en W(¢) met de eigenschappen:

a. V is gedefinieerd en continu in A,W in &3
b, Als ¢eA dan =1<V($)<0, als ¢e® dan W(¢)>0 als ¢# O3

¢, Voor willekeurige Y2>O bestaan positieve getallen Yy en 04, zodat
p(9,0) > Y, * v(¢) -y, en w(¢) > o 3

d. Bij limietovergang p(¢,0)>0 geldt lim W(¢) = lim V(¢) = 0;

e, Als ¢ randpunt is van A en ¢eA, ¢#0, dan is lim V() = =1 3
p(¢,$)"’0

f, De tijdafgeleide van V(¢) langs de baan U(¢,t) voldoet aan

defl%'t)')' = W(UCH, 1)) (1+V(UCo,1))).

5. Algemene systemen,

De voorgaande theorie kan nog verder gegeneraliseerd worden door de
continuiteitseis en de voorwaarde van 8&nduidige oplosbaarheid te laten

vallen, We komen dan tot de volgende definitie,

TERLACIRE
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Def, 5,1, Een algemeen systeem is familie twee-parametrige trans-

. t . . s . N
formaties Ft van een metrische ruimte in zichzelf, met de eigen-
o

schappen:

a, Voor willekeurige peR en t20 is F: (p) gedefinieerd, F: (p)c R, t;to;
o o
b, F: (p) »p als t*t°+0, deW o2z,
o
Ve>038(e)>0 | t-t <5+ F: (n)c S(p,e)s
e ©
c. Voor willekeurige p1eFt1(p) s T43t s is de verzameling FE (p1)
s ’ o 1

gedefinieerd, en .
; (p) voor alle t3t
)

t -
UFt1(p1) =T 12

T
waarbij de vereniging genomen wordt over alle P1€Ft (p),
:

. . .t =1 . -
Opmerking In een algemeen systeem is p(Fto(p), ,,Fto(p)) niet gede
finieerd,
Als maat voor de afstand van het systeem tot een invariante verzameling
M neemt men

p(t,po,to)zneriul() ) (pyt),
Pety Po
o
terwijl uitspraken over funktionalen i,h,a, op analoge wijze worden ver-
vangen door uitspraken over het supremum der waarden van de funktionalen,
Aangezien de beweging Pz slechts gedefinieerd wordt verondersteld voor
o

tzto en bovendien geen eenduidigheid ge&ist wordt, vormen transformaties
van bovenstaand type geen groep,
Hoe de voorgaande theorie pgemodificeerd wordt laten we zien aan de hand

van het niet autonome stelsel

du 3u,
<] 1 s .
(5.1) T = fs(t;x»p--n Ky Ugsenesllyy 7 )s 1,8%1560,03 51500,k

waarin de rechterleden gedefinieerd en continu zijn voor t30 en op een

u
n

1”"3??;'
Zij ¢ de ruimte der op Ek gedefinieerde vectorfunkties ¢=(¢1(x1,..,xn),...

zeker gebied van de Euelidische ruimte der argumenten x

¢n(x1,...,xk)) met een passende metriek of norm, Stel dat het voor willekeu-
rige ¢¢¢ en t 30 mogelijk is, een oplossing U=U(¢,t,to) van (5.1) te con-

strueren met de eigenschappen:
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Te U(¢,t,t°) is gedefinieerd voor alle 3t s U(¢,t,to)€w voor alle
t3t 203
o

2, U(¢.t,t°)
Als ook geldt

¢ als t=t°.

3, U(¢.t,to) 0 als ¢=0, tt_

heeft (5,1) de nuloplossing, Deze familie oplossingen vormt een algemeen
systeen,
Stelling 5,1, Nodige en voldoende voorwaarde voor de stabiliteit van de

nuloplossing van (5,1) in de existentie van een &énparametrige familie

funktionalen v, met de eigenschappen:

1. Voor iedere ¢eS(0,r)(r>0) is een funktie Vt(¢) van t,t20 gedefinieerd;

2, Bij voldoend kleine c1>0 is een c2>0 te vinden zodat Vt(¢)>c2 voor
p(¢,0)>c1 en alle t30;

3. Vt(¢)+0 als p(¢,0)+0, uniform m,b,t, t, t203

by Vt(U(¢.t,t°)) is niet-toenemend voor alle tyt  waarvoor Vt gedefinieerd
is, Als bovendien geldt

5, Vt(U(¢.t,t§))*0 als tr+e voor alle t_30 en p(¢,0)<8,, §,>0

voldoende klein, dan is U=0 asymptotisch stabiel, terwijl tevens het
omgekeerde geldt,

Analoog worden ook de andere "Lvapunov-stellingen" geformuleerd, De bewij=
zen zijn uiteraard iets gecompliceerder dan in de versie voor dynamische
systemen, aangezien b,v., niet de continuiteit van p(t,po,to) voorhanden is,
Voorts heeft Zubov nog een aantal stellingen van kwalitatief karakter afge-
leid [2]. Men kan zeggen dat deze kant van de theorie, nl. de kwalitatieve,
vrij ver ontwikkeld is, zulks in tegenstelling tot het meer praktische as-
pect van het gehele probleem: de daadwerkelijke constructie van Lyapunov funktie.
onalen en - funkties,

In de eerste plaats wordt men gekonfronteerd met de vraag, of een existentie~-
stelling, een uniciteitsstelling en een continulteitsstelling voor de oplos-
singen van een stelsel differentiaalvergelijkingen voorhanden zijn,

Ten tweede moet men dan een passende maat voor de afstand van een oplossing
tot een invariante verzameling zien te vinden. Dit is maar al te vaak een
kwestie van "good guessing", en vereist inzicht-in de fysica van het probleem,
Een aantal typen lineaire en quasi~lineaire partiéle differentiaalvergelij=-

kingen is behandeld in Zubov's boek,
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6, Toepassingen,

1. Beschouw de parabolische vergelijking

(6.1) uxx = ut

met randvoorwaarden

(6,2) { u, %o voor X=0

u =0 voor x=1
X

en willekeurige kwadratisch integreerbare beginvoorwaarden ¢(x) voor
t=zo, Het is bekend qat dit probleem een oplossing in L2(O,1) bézit.

De vergelijking (6,1) heeft de triviale oplossing u=o. Deze is stabiel,
hetgeen kan worden aangetoond door te beschouwen de (voor de hand lig-

gende) funktionaal
1

(6.3) V(u) = } / u?dx,
)

Er geldt namelijk
‘ 1 1
av _ = -
o [ umas [y,

Aangezien u, # o voor t<e, geldt %‘o’ terwijl bovendien lim V(u($,t))=o
Y EY.Y

(het probleem (6,1),(6.,2) met é=o heeft alleen de nuloplossing). Bijgevolg

is u=o zelfs asymptotisch stabiel,

Nemen we i,p.vs (6,3)
1

v(u) = } f ux2 dx
dan volgt °

av 1 1 1
3? = o uxuxtdx = uxut

2
- J/‘ uxxutdx S j/‘ut dx
o o [}

Aangezien u=o de enige stationaire oplossing is van (6,1),(6.2),15

als §(x) # o, wederom

dv
T <o

S
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2, Een eerste-~orde reactie met warmte~- en massa overdracht binnen
een katalysator geeft aanleiding tot een randwaardeprobleem van

het type
3y . 2y
(6.“") ot = 8x2 - f(y) 4

(6.5) {%zo voor  x=o
y =1 voor x=1

Hierin is y bsvs de concentratie in een geschikte normering, voor de
warmte-overdracht geldt een analoge vergelijking, De term f(y) is
niet-lineair,

Wei [3] vond demsv. numerieke analyse verschillende gevallen met sta-
biele en instabiele stationaire oplossingen, afhankelijk van de waarde
van enige in f(y) voorkomende parameters. Een analyse met de Lyapunov-
theorie kon dit gedrag bevestigen. Wei gebruikte als funktionaal de L2-

metriek}
: 1

: 2
(6,6)  V(y) =} /‘ (y=-y*)“dx,
' o
waar y“een stationaire oplossing voorstelt. M.b,v. y=y%u en met gebruik-

making van (6.4) volgt

1
av _ a _
il jg. (y=-y*) dx =
1 2 x 2
(6,7) . f u[i’--‘é + 28 - £(y¥ru) - E(y* + f(y*)] dx =
ax I _
32u
= U | == = F(y*+ u) + £(y¥) | dx
J£ [3x2 ]

Door middel van partiéle integratie en met gebruikmaking van de

randvoorwaarden (6.5) volgt

1
(6.8) / 372 ax + /‘ u {£(y*+u) - £(yM} ax

(o]

Het vérloop van f als reactie op de "storing" u verschaft informatie over de

stabiliteit resp, instabiliteit van de stationaire oplossing yf
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3., We beschouwen de vergelijking ([5])

+ e s bu=o s ul(x,0) = ¢(x) ,

[ =

(6.9)

alz
®

een speciaal geval van (4,1), met reéle constanten b en c. Stel
$(x) is kwadratisch integreerbaar, dan is de oplossing u dit ook,
Bijgevolg gaat de oplossing naar nulelsjx|+w.,

Beschouw nu de funktionaal
Fo2
vlu) = } jr v’ dx
=00
Hiervoor geldt

v _ __ T -
I /Cw u utdx = jcm ujc ux + bu] dx =

(- -4

- c jf uudx - Db u2dx =
-0 x =00
- cu2 I‘ + ¢ ]f uudx - b u2dx = «Db uzdx.
] -0 L) x 00 =0

Als b>o is uzo asymptotisch stabiel,

4, Aan de gasdynamica ontlenen we de vergelijking (zie [5] )

2
ou _ Ju U _ o3 U
(B10)  FErE U IEL3 o OO

met de (kwadratisch integreerbare) beginvoorwaarde
u=¢(x) wvoor t=o,

De oplossing u behoort ook tot L, en wederom kiezen we als Lyapunov-
funktionaal

[

V(u) = %./F u2dx,

In dit geval vindt men weer asymptotische stabiliteit:

&V _ _ [ 3uy2
& d.t - 54/:00 (ax) dx.
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Ogmerking.

Moser, Brayton en Miranker hebben een geheel andere, meer construc-
tieve methode ontwikkeld om Lyapunov-funktionalen aan te geven. Voor
meer informatie over hun interessante analyse zij de lezer verwezen
naar de literatuur ([6] en [7] ), aangezien hun beschouwingen niet

binnen het kader van deze voordracht aan de orde kunnen komen.



Te

2,

3e

by

Ss

6.

7e

A.M, Lyapunov:

V.I. Zubov H

J. La Salle :
S, Lefschetz :

Je Wei H

LeJsFs Broer :

ReKs Brayton :
W.Ls Miranker:

R¢K, Brayton :

J. Moser :

58

Probl8me général de la stabilité@ du mouvement.
Ann,Fac.Sci, Toulouse, vol. 9. (1907),
Ann,.Math,Study, no. 17. (1949), Princeton Univ. Press.

Methods of A.M, Lyapunov and their application.
Noordhoff, 1964,

Stability by Lyapunov's direct method.

Academic Press, 1961,

The stability of a reaction with intra-particle dif-
fusion of mass and heat: The Lyapunov methods in a
metric function space.

Chem.EngeSci., vol, XX, no 8, aug. 1965, p.729,

Introduction to general dynamic systems, stability
and waves,

Zomercursus, Eindhoven.

A stability theory for nonlinear mixed initial boun-
® dary value problems, Archive for rational mech. and
An,, 17, pp. 358=376 (1964),

A theofy of nonlinear networks, I, Quart. of Appl.
Mathl| 3_2.| pPo 1'33(196‘4).



Colloguium Niet-lineaire -differentiaalvergelijkingen

H, Bavinck

VI, Stabiliteit -en Continuiteit met- betrekking- tot twee metrieken.

1, Inleiding

De laatste jaren is er veel gewerkt aan generalisaties van de
theorie van A.M. Lyapunov, om deze toepasbaar te maken op parti&le
differentiaalvergelijkingen., In de vorige voordracht heeft Frankena
het werk van V.I, Zubov [1] bij U ingeleid en aan de hand van vele
voorbeelden laten zien, dat Zubov's generalisatie van Lyapunov's directe
methode aanzienlijke toepassingsmogelijkheden biedt, Hier wordt een
andere aanpak van dergelijke problemen behandeld, nl, het werk van
A.A. Movchan [2, 3] en de verdere uitbouw van diens theorie door de
Schotten Knops, Gilbert en Wilkes [ﬁ, 5], Movchan, die tot zijn theorie
komﬁ, door de directe methode van Lyapunov toe te passen op problemen
uit de elasticiteitstheorie, heeft als essentieel nieuw element de in-
troductie van 2 verschillende metrieken, &&n die dient om de afwijkingen
van het systeem t.0.v. een zogenaamde ongestoorde oplossing in de be-
gintoestand te meten, en &&n, die een maat is voor de later volgende
verstoringen., Aan de hand van het eenvoudige voorbeeld van de trillende
snaar zullen we trachten de idee&n van Movchan te demonstreren.

De verplaatsing u(x, t) voldoet aan de golfvergelijking
0<x<1, 0<t<w (1.1)

met randvoorwaarden

u(0, t) = u(1, t) = 0. (1.2)
We beschouwen de stabiliteit van de evenwichtssituatie u(x, t) =0
bij willekeurig kleine beginverstoringen in u, u of u, voor alle t > O,

t
We introduceren de totale energie van het systeem

1
E=1 J (ux2 + utz)d.x

en de grootheid po(u) gedefinieerd door

. po(u) = sup IuX(x,O )| + sup lut(x,o )|
0<x<1 0<x<1
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Mu voldoet E aan de volgende voorwaarden:
1) E>O

2) E~ 0 als Do(u) + 0 voor t = O .
3) E is constant als functie van de tijd

4) sup (sup u 2) < 2E
O<tzee O<x<]
Deze laatste eigenschap wordt als volgt bewezen:
D S
u(x, t) = | u, dx omdat u = 0 in x = O,
-0

De ongelijkheid van Schwarz levert:

X X
u? i’J (ux)gdxoj ax.
0 0
2 ! 2
Als x < 1 geldt sup jul® < v dx (1.3)
0

en dus

sup ]u|2 < 2E,
Uit deze b4t voorwaarden blijkt dat de grootte van de verplaatsing wordt
beheerst door de grootte van de beginverstoring, aangegeven door poﬁﬁ
Dat wil zeggen, dat willekeurig kleine beginverstoringen resulteren in
willekeurig kleine verplaatsingen op elk tijdstip, wat stabiliteit in-
houdt. Stabiliteit is in dit voorbeeld dus verkregen door aan te tonen,
dat de maximale verplaatsing begrensd is door een zékere positieve
functionaal, die 0 is voor de beginvoorwaarden van u, en u en constant
is in tijd. Dit behelst het essentiele van Movehan's stellingen nl.
dat stabiliteit kan worden vastgesteld, wanneer er een niet stijgende
functionaal gevonden kan worden, die voldoet aan zekere eisen met be~
trekking tot twee metrieken (hier po(u) en sup |u(x,t)| ).
De eerste metriek meet in de begintoestand de grootheden, die de beweging
van het systeem bepalen, de tweede is een maat voor de grootheid, ten
opzichte waarvan stabiliteit is ge€ist. In de aanpak van Movchen houdt
men de vrijheid in dé'keuze van de metrieken. Inplaats van sup |u| had
men bijvoorbeeld ook {1 u2dx kunnen nemen,
In dit simpele voorbeegd is de invoering van twee metrieken niet nood-

zakelijk, maar er zijn voorbeelden aan te geven, die in het algemeen

. In het artikel

niet stabiel zijn t.0.v. metrieken van het type sup |u

van Knops en Wilkes [}] worden hiervan voorbeelden gegeven en tevens
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behandelt deze publicatie een aantal ongelijkheden, die kunnen helpen

bij het bepalen van stabiliteit. Een van hun voorbeelden zal hier wor-
den behandeld. De meest recente bijdrage tot deze theorie is het arti-
kel van Gilbert en Knops [5], dat hier in grote lijnen zal worden be-

sproken., Door gebruik te maken van het verband tussen stabiliteit en con-

tinuiteit slagen zij erin aan de ene kant verschillende stellingen veel
eenvoudiger te bewijzen en aan de andere kant algemenere situaties te

scheppen, waarin de stellingen over stabiliteit kunnen worden toegepast.

2. Dynamische systemen.

Een dynamisch systeem heeft betrekking op een tijdsvariabele t, die
loopt over een eindig of oneindig tijdsinterval T en een variabele x,

die zelf een functie kan zijn van de variabelen X5 X . Deze

2, o0

variabelen Xqs X .o corresponderen met meetbare waarden van physische

s
grootheden op eei tijdstip t van een gegeven tijdsinterval T en kunnen
bijvoorbeeld de verplaatsing, snelheid, spanning, temperatuur of con-
centratie zijn. Dus x kan beschouwd worden als een functie op T die
waarden aanneemt in een verzameling X. De beweging van een dynamisch
systeem correspondeert met het trekken van een baan in X, d.w.z. de
waarden x(tr) als t T doorloopt. Een baan met waarde x(t) op zeker tijd-
stip 1 €T zal als verdere beweging hebben de functie x(t + t), waarbij
t€T ent > 0, zolang © + t gedefinieerd is.
7Zij X een willekeurige verzameling, T het interval O < t < » en B(X, T)
een verzameling van functies gedefinieerd op T en waarden aannemend
in X, Neem aan, dat er een functionaal p op X x X bestaat en die posi-
tief definiet is,
QeWoZo 1) olx, y) >0, x, YEX

2) plx,y) =0, <> x=7y
Deze positief definiete functionaal kan B(X, T) voorzien van een topo-
logie. Immers, als we stellen

p(q)a ¢) = sup p(‘p(t)a ¢(t))9 ¢'IPG-B(X9 T)
t<T

kunnen we als open verzamelingen om ¢ beschouwen { waarbi]

Ue}€>0
U = weB(X, T) : p(v, ¢) < e}

Bezit X een norm, dan zullen we altijd nemen p(y, ¢) = ||v-9¢|
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Als T, een deelverzameling is van T (TOAis de verzameling van de moge-
1ijke begintijdstippen), dan definiéren we, voor t€ T, en voor ¢eB(X, T),
de verschoven functie ¢T van ¢ door

¢T(t)~= o(t +t) teT,
Deze functie neemt waarden aan in X; daar aan B(X, T) nog geen eisen

zijn opgelegd hoeft ¢, @ priori niet in B(X, T) te liggen

Definitie 2.1, Een dynamisch systeem dat behoort bij het triple (X, T, TO)

is een verzameling B(X, T) van functies gedefinieerd op T en met waar-
den in X zodanig dat
1) ¢T€B(X, T) zodra ¢E€B(X, T), €T,

2) 1im o(t +t) = ¢(1), ¢€B(X, T), T1€T
10 0

De functies ¢€B (X,T) zullen we oplossingen en rbT banen noemen.
Definitie 2.2, Zij B(X, T) een dynamisch systeem. Voor ¢,p€B(X, T)

zeggen we dat de oplossing y in het oneindige naar ¢ nadert indien
lim p(y(t), ¢(t)) = O

t o0

Definitie 2.3, Zij B(X, T) een dynamisch systeem. Een oplossing y&B(X, T)

heet begrensd t.0.v. ¢&B(X, T) als
o(v, ¢) = sup p(w(t), ¢(t))< =

teT
Als ¢(t) = 0 voor alle t€T dan zeggen we dat y een begrensde oplossing

is.
Voor iedere T€T, noemen we B(t) de deelverzameling van X
B(t) = {¢(1) : $€E€B(X, T)}.
B(T) kﬁnnen we beschouwen als de verzameling van beginwaarden van de
banen ¢_, bEB(X, T),
Behorende bij iledere TCTO bestaat er een afbeelding AT van B(1) in
B(X, T) gegeven door
At o(r) » o (t) €B(X, ),
Het is duidelijk dat A niet eenwasrdig behoeft te zijn, tenzij de op-
lossingen van het systeem eenduidig bepaald zijn, hetgeen hier niet is
geéist,
Voor iedere T€T. nemen we aan dat een positief definiete functionaal

0
o gedefinieerd is op B(t) x B(1) en dat B(t) de topologie heeft ge-
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kregen die 0. definieert. Deze functionaal 0. dient als een maat voor
de verstoring op het tijdstip TQ;TO van het systeem, terwijl de posi-
tief definiete functionaal p, gedefinieerd op X x X dient als maat voor

de later volgende afwijkingen van het systeem.

Definitie 2.4, Een oplossing ¢€ B(X, T) heet
1) stabiel als, voor iedere TET,, de afbeelding A_ van B(t) in B(X, T)

continu is in ¢,

2) uniform stabiel, als A continu is in ¢ uniform in T

3) asymptotisch stabiel, als ¢ stabiel is en als, voor iedere TE:TO en
alle y(t) in zekere omgeving van ¢(1), AT(w(T)) near ¢  nadert in

het oneindige.

Een belangrijk criterium voor stabiliteit levert Lyapunov's directe

methode. Laten FT,t’ met teT, TeiTo,positief definiete functionalen
voorstellen, gedefinieerd op X x X en laat BF;t(X’ T) de verzameling
B(X; T) voorstellen, voorzien van de topologie gegeven door de func-
tionalen

F (v, ¢) =sup F_ . (v(t), ¢(t)) ¢,0&B(X, T).
teT ’

Beschouw nu By T(X, T) als een tussenstap tussen B(t) en B(X, T) en
9
bekijk de afbeeldingen
1) A_ van B(t) naar BF,T(X’ T)
2) identieke afbeelding I van By T(x, T) naar B(X, T)
L]

BF’T(X, T)

b 4

B(r) A B(X, T)

Als A_ continu is in ¢ van B(t) naar Bp, T(X, T) en I continu is van
9

Bp . (X, T) naar B(X, T) dan is A_ continu in ¢ van B(t) naar B(X, T).

]
Als &it geldt voor iedere TEﬁTO dan is ¢ stabiel. Omgekeerd, wanneer
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¢ stabiel is bestaat er altijd zo'n functionaal FT % want we kunnen
?

altijd FT £ gelijk aan p stellen op X x X.
9

We hebben dus bewezen:

Stelling 2.1. De oplossing ¢ € B(X, T) is dan en slechts dan stabiel

wanneer er positief definiete functionalen F_ £ bestaan, met t € T,
-9
T€ TO’ gedefinieerd op X x X waarvoor geldt:

1) Bij iedere € > 0 is een 8(e,T) > O te vinden zodanig dat
F(hs0 ) <e als o (u(r), ¢(r)) <8

2) Bij iedere ¢ > 0 is een §(e,7) > O te vinden zodanig dat
p(y_»9 ) < e  als F (v ,0.) < 6.

Deze stelling, zo geformuleerd door Gilbert en Knops [5] is

algemener dan de klassieke stelling van Lyapunov en de latere
. van Zubcv L-‘i] en Movchan {2.3] .

Daar wordt deze stelling geformuleerd als boven met i.p.v. de

eisen 1 en 2 de eisen 3 en k:

3) Bij iedere e > 0 is een 8(e,7)> 0 te vinden zodanig dat
F_ o (p(t), ¢(t) < e als p_ (9(r) ¢(1)) < &
7,0 T

L) Fr,t (wT(t), ¢T(t)) is niet stijgend m.b.t. t
Als aan deze eisen voldaan is, is automatisch al aan eis 1) voldaan.
Wanneer stabiliteit optreedt houdt eis 4) in, dat FT(wT,¢T) < o
moet zijn voor alle ¢ € B(X,T). Aangezien in voorbeelden als Lyapunov
functionaal vaak de totale energie wordt genomen, moet in dat geval
deze energie eindig zijn.
Een dergelijke eis is in deze aanpak niet nodig. Voor stabiliteit
komt hier alleen aan de orde het gedrag van het systeem in of in de
buurt van de oplossing, waarvan de stabiliteit wordt onderzocht.

De voorwaarde 2) uit stelling 2.1 komt neer op een continue

inbedding van BF . (X,T) in B(X,T). Deze inbedding kan bereikt worden

]
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met behulp van ongelijkheden zoals bijvoorbeeld die van Sobolev.
In het artikel van Knops en Wilkes [ﬁ] worden een aantal van

dergelijke ongelijkheden behandeld.

3. Voorbeeld uit de elasticiteitstheorie.

We zullen een voorbeeld behandelen, dat lineair is. De differentiaal-
vergelijking, die de beweging beschrijft van een staaf, die belast
wordt door een samendrukkende kracht P, luidt

+Bu  + 0 ' (3.1)

uxxxx XX Y utt =

waarbij B =P/a ,y = uéﬁ, terwijl a de buigingstijfheid en u
de lineaire dichtheid voorstelt. (g>0)
We zullen twee gevallen van randvoorwaarden bespreken, nl.
A) staaf met vaste uiteinden:
2

u = 9—%-= 0 voor x=0enzx =1 (3.2)
ox

B) staaf die aan de uiteinden ingeklemd is:
u=—-—==0 voor x=0enx=1 (3.3)

We onderzoeken de stabiliteit van de evenwichtspositie u = 0 in
deze beide gevallen. Als verzameling X nemen we de deelverzameling
van C(0, 1) bestaande uit reéel-waardige functies ¥ gedefinieerd
op het interval D3,1] en die voldoen aan
1) iedere ¥ is continu en heeft continue afgeleiden t/m de yde
orde
2) ¢ voldoet aan de randvoorwaarden (3.2) resp. (3.3).

Daar X lineair is kiezen we als positief definiete functionaal de norm

oy, 0) = sup |v] y € c(o, 1)

0<x<1
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Verder nemen we voor T het interval[(),Oo ) en TO = T,
Het dynamisch systeem B(X,T) bestaat uit alle functies u die
gedefinieerd zijn op [Q,<”) en waarden aannemen in X, zodanig

dat (3.1) vervuld is. De norm p induceert in B(X,T) een metriek

o (u,0) = sup (sup |u(x,t)]) (3.4)

0<t<e Of;fj

Als T € T, dan is B(1) de deelverzameling van x« C (0,1) van functies

van de vorm u(x,t). Voor iedere T € T, nemen we dezelfde p_

p, = Sup qux‘ + sup Iutl (3.5)
0<x<1 0<x<1
1
en dezelfde F = C (u2 - Bu2 +y u2 dx (3.6)
T,t XX X t)
0

waarbij C een constante is. Men kan aantonen, door onder het inte-
graalteken te differentieren en 2 X partieel te integreren, dat

Fr + constant is als functie van t.
9

In geval A (staaf met vaste uiteinden) heeft de ruimte X het volgende
volledig stelsel basis vectoren: bn = gin n 7 X en iedere functie

met X is dus voor te stellen als
u = Z o sinn T X
n
n=1

Voor deze functies geldt:

1 v
J u2 - A u2) dx = = L
XX ps n
0

of

| A

1 1
A J ui dx < J u2 dx als A ne (3.7)
0
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In geval B (staaf die is ingeklemd aan de uiteinden a1eeft de ruimte X

het volgende volledige stelsel basisvectoren: bn = ]-cos 2 7 n X en

iedere functilie uit X is voor te stellen als:

us=>_ Bn (1 -cos 2 7Tnx).

Voor deze functies geldt:

oo

1
J (u2 - A u2) dx = 3 Z_ (16nh'nh — 4 ) a? n2)62 > 0 als
XX p'e n=1 z
(0] n
A< b ﬂ2
of
oo L >
A J u- dx < j u_ dx als A < b4 7 (3.8)
X — XX -
0 0

Met behulp van de ongelijkheden (3.7), (3.8) en (1.3) en stelling

2.1 kunnen we nu gemakkelijk uitspraak doen over de stabiliteit van

de nuloplossing voor het systeem.

Tmmers:
F_ (u,0) = sup Fr,t (u,0)
Oit f:co
! 2 . 2 2
= - / + '
sup C J u B u, ty at) dx
O_<_t _<_ ©

0<t<w 0

1 2
sup (A=B) C J u_ dx
0<t<o 0

> sup (A-B) C sup |u|2

O0<t<e 0<x<1

= ¢ (A-B)o° (u, 0)

1
> sup C J { (A—B)(ux)2+ Y uﬁ} dx (wegens (3.7)

resp. (3.8)

(wegens (1.3))
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Verder geldt:

1
FT (u,O) f_C Jﬂ {(uXX)E + v (ut)?} dx

< C sup |uxxl2 + C y sup ]utlz
0<x<1 O<x<1
Ca s

Hierbij is k een positieve constante.

Als B < A dan is aan de voorwaarden van stelling 2.1 voldaan.
Hieruit volgt dat voor het geval A (staaf met vaste uiteinden)
stabilitelt optreedt zolang B < ﬂ2. Voor het geval B van de staaf
met ingeklemde uiteinden treedt stabiliteit op zolang B < 4 n2.

De stabiliteit wordt hier dus aangetoond met behulp van ongelijkheden.

4, Stabiliteit en eenduidigheid.

Definitie 4.1 Ts ¢ een oplossing van het dynamische systeem B(X,T)

dan zeggen we dat ¢ eenduidig is, als voor alle T€ TO

p(t) = o(1) impliceert wT(t) = ¢T(t) (t€T, T€T..)

O.

Stelling 4.1. Als ¢ € B(X,T) stabiel is, is hij eenduidig.

Bewijs. Neem asan dat ¢ niet eenduidig is en laat y(t)e B(X,T)

zo gekozen worden dat y(t) = ¢(1), terwijl wT(t) # ¢T(t) voor zekere

T€T., t € T,

0,
Aangezien p positief definiet is geldt dan
p(y_(t), ¢_(£)) >0 of o(y ., ¢.) > 0.

Daar ¢ stabiel is bestaat er bij gegeven € > 0 een § > 0 zodanig dat
voorx € B(X,T) geldt dat

o(x_, ¢.) < ¢ wanneer p_(x(t), ¢(t)) < &,
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Als we e =3 p(wT, ¢T) nemen hebben we een evidente tegensprask

want

o (v(r), o(x)) =0 <8

5. Instabilitelt.

Definitie 5.1. Een oplossing ¢ € B(X,T) heet instabiel als voor

zekere T € T, de afbeelding A ven B(t) naar B(X,T) discontinu is
in ¢ met betrekking tot de topologie&n die op B(r) en B(X,T) gedefi-

nieerd zijn resp. door P, en p.

Stelling 5.1. De oplossing ¢ € B(X,T) is dan en slechts dan instabiel,

wanneer er positief definiete functionalen FT t,’re TO,'t€ T bestaan,
L]

gedefinieerd op X x X zodanig dat

1) de afbeelding A_ van B(t) naar B

ot (X,T) discontinu is in ¢
9

voor zekere TE T0

2) de eenheids afbeelding I continu is van B(X,T) naar By T(X,T)
9

Bewljs: Zeer eenvoudig. Wordt aan de lezer overgelaten.

6. Stabiliteit en begrensdheid.

Definitie 6.1. De afbeelding AT, met I'G,Tb heet begrensd met betrekking

tot p.enp in ¢ € B(X,T) wanneer er getallen M en N bestaan, die

afhangen van ¢ en 1 en waarvoor geldt dat

olv s ¢ ) <N als o (1), ¢(1)) <M.
Duidelijk is, dat als ¢ stabiel is, AT begrensd is in ¢ voor alle 1€ T

O.

Stelling 6.1. Zij X een lineaire, genormeerde ruimte. Dan geldt dat,

indien p, en p normen zijn, een oplossing ¢ € B(X,T) dan en slechts

dan stabiel is wanneer iedere A begrensd is in 4.
T
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Om deze stelling te bewijzen, gebruiken we een lemma, dat in feite
niets anders is dan een bekende stelling uit de functionaalanalyse,
namelijk dat een lineaire operator dan en slechts dan continu is,

als hij begrensd is.

Lemma 6.1. Neem aan X is een verzameling met de eigenschap dat
o ¢ & X voor iedere postieve a, wanneer ¢ € X. Neem verder aan dat oy

en p, positief definiete functionalen op X zijn die voldoen aan:
pilap) < a 01((@) s polap) =ao,(¢), $€ X , a> 0.

Als Xi de verzameling X aangeeft, voorzien van de topologie gedefinieerd
door p. (i =1, 2) en A een afbeelding is van X op X zodanig dat
Alad) = o A(d) , ¢ € X, dan zijn de volgende beweringen equivalent:

1) A is continu van X, naar X, in O.

2) de verzameling { A(¢): ¢ € X5 p1(¢) <1} is begrensd in X,

.3) voor zekere positieve PA geldt : p, (A(e)) j_PA 0, (6) , o € X,

Bewijs: 1) > 2). Als 2) niet zou gelden, dan bestond er een rij
§ ; , ..
L b, le X met 0, (¢n) <1, terwijl oy (A(¢n)) > n.

b

Als we nu stellen wn = EE dan geldt
1 . 1.
pz(A(wn)) == p2(A(¢n)) > 1 terwijl p1(wn) < 7. Dit is in
strijd met de continuiteit van A in O.
2) > 3)., Er bestaat een B > 0 zodanig dat als p1(w) = 1 er volgt
o, (AY) < B
Neem nu een willekeurige functie ¢. We noemen = b
g P ¢e 15773)

Dan geldt : p1(¢e) = p1(-———rr)) <1
Dus geldt dan ook:
p2(A¢e) < B. Vermenigvuldigen we beide leden met p](¢)

0, (0) oy (80,) < By (¢)
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Wegens de homogeniteit van P, en A kunnen we dus schrijven:
o (alo (0) 0)) < B o (¢) of
po(A0) < 8 0. (4).

Dus pA = .8 voldoet,
3) » 1) Triviaal.

Bewijs van stelling 6,1.

Aangezien X lineair is hoeven we slechts lemma T.1 toe te passen.

De stelling volgt uit de equivalentie van 1) en 2),
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Aenvulling VI, Stabiliteit en continufteit met betrekking tot

twee metrieken.

Ten asnzien ven blz. 67 geldt het volgende:

Het is gebleken dat naasst de vectoren bn =1-co22%nx

nog een stelsel onafhankelijke functies ¢ = cos 7 x - cos(2n+1) = x
bestaat, zodanig dat {bn} en {cn} samen een volledig stelsel basis-
vectoren voor X leveren.

Jedere functie uit X'is dus voor te stellen als

o0 0
u=)y Bn(1~cos 27 nx)+) yn{cos nx=cos(2n+1)mx}.
n=1 n=1

1. 1
u2 dx < I u2 dx als A <L«
x e Jo XX -

De ongelijkheid A I 2

o

plijft onverminderd van kracht,
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Colloquium Niet-lineaire differentiasalvergelijkingen

M, Strasberg

VII. Periodieke oplossingen van niet-lineaire, niet-autonome en niet

kritische stelsels van differentisal vergelijkingen.

1. Samenvatting

Beschouwen wij een niet-lineair, niet-autonoom stelsel van n

differentiaalvergelijkingen
x=A4A(t) x+Db (x,t) , (8)

waarin A en b periodiek zijn in t met de periode T. Indien het
homogene lineaire stelsel X = A (t) x niet kritisch is, d.w.z.
dat het geen niet-triviale periodieke oplossingen met periode
T heeft, dan is elke periodieke oplossing in t met de periode T

“van S een oplossing van de niet-lineaire integraal vergelijking

x(t) = f"” a(t,s) bx(s), s) ds (1)
0

en (mzekeerd. G(t,s) is de nxn Green-matrix van het grenswaarde

probieem

X = AX; X(0) = X(T) 3 X is een nxn matrix.
Onder bepaalde voorwaarde voor b verzekert de stelling van
Schauder-Mazur het bestaan van een oplossing van (I). Indien het
stelsel (S) bovendien zwak niet-lineair is, d.w.z. van het tyie
% = AX + ob (x,t), o € IR, volgt uit de wel bekende kontraktie-
stelling van Banach, voor een voldoende kleine waarde van a , het
bestaan van &&n enkele oplossing van (I), welke men theoretisch
iteratief kan afleiden. Praktisch geeft deze methode een benaderende

oplossing en een bovengrens voor de fout,
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5, Stelsels van lineaire differentiaalvergelijkingen [1], 21

Beschouwen wij het stelsel (N.H.) van n niet-homogene lineaire

differentiaal vergelijkingen
x = A(t) % + v(t) , (N.H,)

waarin

1.) A(t) = (ag(t)) een nxn matrix is, de ag zijn kontinue reéle

funkties in de redle veranderlijke t € I = [a, b]

2,) x(t) = (x1(t), voo X0(t)), de xi zijn reéle funkties met als
afgeleiden £ x(t) = (il(t), coe 5 XL

3.) b(t) = (b‘(t), oo DO(t)), de bt zijn reéle kontinue funkties
in de re&le veranderlijkte t &€ I = [a, b]
Wij associ&ren aan het stelsel (N.H.) het lineaire homogene

stelsel (H)
%(t) = A(t) x(t) & : (H)

Verder associéren wij aan het stelsel (H) het lineaire homogene
stelsel (M.H.)

%(t) = a(e)x(t) (M.H,)

waarin X(t) = (x*(t)) een nxn matrix is, de x> zijn re8le funkties
met de afgeleiden i;(t) en X(t) = (£1(t))
d

2.1.Cauchy Probleem en Cauchy-Resolvente [1]

Definitie 1

Men noemt de Cauchy Resolvente R(t,to) van het stelsel (N.H.) de

nxn matrix oplossing van het stelsel (M.H.), deze neemt de waarde
E (de eenheidmatrix) aan voor t = t,. Dit betekent R(to,to) = E,

Deze oplossing bestaat en is eenduidig in Iofﬂo

Voor wat volgt stellen wij: R(t) = R(t, 0).
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Eigenschappen van de Cauchy Resolvente

De oplossing van (H) die de waarde x. aanneemt voor t = t, wordt

0
gegeven door

x(t) = R(t,t5) x4 (1)
det R(t,to) = exp EO(Spoor A(u)) du .
R(t,ty) = R(t,t,) o R(t,80) Wk, t,, t,& 1= [a, 1]
R™ (tyty) = R(ty,t) 5 Rt,t,) = R(t) R“(to) .

Indien A onafhankelijk vant (€ I) is, heeft men;

R(t+t1,to+t1) = R(t,to) exp A(t-to), waaruit volgt

L]

CRTN() = R(<t), R(t+t0) = R(E) R™'(t0) , Rlt,t) = R(t=t,)

Indien A periodiek is met de periode T heeft men
R(+T, t,*#T) = R(t,t,), YVt t, € I = [0,1], waaruit volgt
R™N(T) = R(-T), R(£+T) = R(t) R(T), R(t,T) = R(t=T),

Bewering 1
MRS IR NKTOTUTER.

De algemene oplossing van (N.H ) wordt gegeven door

x(t) = R(t,t,) ¢ + f*
0

R(t,s) b(s) ds . (2)

Bewijs

Uitgaande van formule (1) gebruikt men de methode "der variatie

van de konstante" van Lagrange.
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Opmerkingen:

De algemene oplossing wordt ook gegeven door
t
x(t) = R(t) c + {.R(t,s) b(s) ds.
‘0

Indien A onafhankelijk van t is wordt de algemene oplossing

gegeven door

't
x(t) = R(t-to) c + J R(t=s) b(s) ds
t
0
of
x(t) = R(t) ¢ + th(t-s) b(s) ds.
0
Periodiek niet-kritisch Probleem en de periodieke Green Resolvente

Veronderstellen wij} A en b periodiek met de periode T, dan zoeken
Wld een periodieke oplossing met de periode T van (NoH.)o Voor
wat volgt schrijven wij steeds gerlodlek voor periodiek met de
periode T.

Een periodiek probleem wordt uitgedrukt door limiet-voorwasarden
van het type

x(0) = x(T) voor de stelsels (H) en (N.H.) (3)

x(0) = x(T) " (MoH, ) (%)

Stellen wij nog I = [0, T]

Definitie 2

Het periodiek stelsel (H) is niet=kritisch (of beter niet kritisch
in T), indien het slechts de triviale oplossing (nul oplossing,
heeft die aan (3) voldoet. Opdat dit waar zou zijn is het nodig

en voldoende dat

det (E-~R(T)) # O ( E is de nxn eenheidsmatrix)
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Definitie 3
Men noemt de periodieke Green Resolvente G(t,s) van het stelsel

(N.H.) de nxn matrix, "elementaire oplossing" van het periodieke
stelsel (M.H.) die voldoet aan (L.). Dit betekent dat:

a) G(t,s) is kontina V t € T - s
b) G(t,s) is diskontinu voor t = s en G(s+0,s) - G(s-0,s) = E

e) G(t,s) is oplossing van ME)VteET - s, en voldoet aan (L),

Bewering 2

a) Indien het periodieke stelsel (H) niet-kritisch is bestaat er
één en slecht &é&n enkel: periodieke Ureen resolvente G(t,s) van

het periodiek stelsel (N.H.) gegeven door

G(t,s) = C, i,8) = R(t) (E-R(T))~! B™(s) voor 0 <s <t < T,
c(t,s) = Gz(t,s) = R(t) (E-R(T))”" R(T) R™'(s) voor O <t <s <T,
b) Vervolgens heeft het periodieke stelsel (N.H.) &én en slechts

één periodieke oplossing gegeven door

x(t) = ff G(t,s) bls) ds. (7)
0

Bewijs
a) Daar G(t,s) een kontinu oplossing van (M.H.) moet zijn voor
alle t € I - s stellen wij

G(t,s) = G,{t,s) = R(t) C1(s) voor 0 < s <t

1
G(tys) = G, (t,s) R(t) C2(s) voor 0 <t < s

<
<

waarin R(t) reeds gedefinieerd is, en C1(s) en 02(5) verder bepaald
zullen worden.
Uit G(s+0,s) =G(s~0) = E verkrijgt men C1(s) - Cz(s) = R—1(s),

uit G(0,s) = G(T,s) verkrijgt men Cg(s) = R(T) C1(s)g

&
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Dus C,(s) = (2-r(T))™" &' (s),
c,(s) = R(T) (B-R(T)™' 7' (s) = (B-R(T))™' R(T) ™' (8).
Wij merken op dat GE(t,s) - G1(tys) = R(t,s), (8)

G(t+T, s+T) = G(t,s).

b) Men gaat uit van de algemene oplossing van (N.H.) gegeven door

(2):
x(0) = ¢

ﬂm=Rm)c+FRmﬁ>uwas(mmw=nm>ow)
0

en bepasalt c opdat x(0) = x(T), ermee rekening houdend dat het
. cie . . T - .
stelsel (H) niet-kritisch is, dan is ¢ = | (E=R(T)) ! R(Tys) b(s) ds.
0

Wij vervangen in (2)

x(t)

J1R(t) (E-R(T))'1 R(T,s) b(s) ds + JtR (t,s) b(s) ds
0 0

JTG2(t,s) b(s) ds + JtR(t,s) b(s) ds
0 0

rekening houdend met de opmerking (8)

x(t) = ItG1(t,s) b(s) ds + JT&2(t,s) b(s) ds = JTG(t,s) b(s) ds.
’ 0 4 0

Niet-lineaire, niet autonome, eh niet kritische stelsels differentiaal-

vergelijkingen

Voor het vervolg bekijken wij een stelsel van skalaire differentiaal

vergelijkingen als een vektoriele differentiaalvergelijkingen

3.1.De niet=lineaire integraal vergelijking van Hammerstein;iﬁ], Iél

Wij, beschouwen de T-periodieke niet lineaire en niet autonome

differentiaal vergelijking
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k= A(t) x + b (x,t) (s).

a) A is T-periodiek, zodanig dat de vergelijking (H) T-niet-
kritisch is : ’ . '

b) blugt) = (701, see 5 UPst)y see 5 U, oon 5pul,t),
de funkties bi zijn kontinu in (u,t) € IR n+1 , en T=-periodiek.

Uit bewering 2 volgts

Bewering 3

Iedere T-periodieke oplossing van de vergelijking (S) is een
oplossing van de niet-lineaire integraal vergelijking van het

type van Hammerstein

(T
x(t) = §0git,s) b(x(s), s) ds (1)

il

en omgekeerd,

Deze integrasl vergelijking (I) laat ons toe de niet-lineaire

Hemmerstein aperator h in te voeren in de vektorruimte '@(T) van
de kontinu en T-periodieke red&le vektorfunkties. De oplossingen

van (I) zijn dan d: fix points ran deze operator.

De Vektorruimte G(T)

(I, IR®) stelt de vektorruimte van de kontiwue funkties van
I= [O,Tﬂ en 'Rn voor; B(T) is de deelvektorruimte van de funkties

van (I,IR") die voldoen aan x(0) = x(T) d.w.z.

c(§(T) = {x{t(l,lHn) | x(0) = x (T)}

zij ||+|| een willekeurige norm op IR", op B(T) wordt de norm
[11.]]] voor de gelijkmatige konvergentie gedefinieerd door
Ul = [l = mex || x(2) ||, =xeB&(T).

t€1I
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Met deze norm is de vektorruimte® (T) een re&le Banachruimte.

Wij stellen voor het vervolg

B = {u
r .
B = {}c

r

Ogmerkinsen

(@', oo o™ € B [lull < } :

(x'y v, e @ [ 1l < }

1) In & prakti 'k neemt men als norm l| || in IRn, een der drie

equivalente normen

[ull,

ll 18

3 u = y uo2%' u = max |U.le.
Byl s Tl = (L bagl®% s Tl = e

1=1,aoon

2) Men verifieert gemskkelijk dat, indien x een integreerbare functie
is van [a,B] < R in IR" en |l.]] een der drie normen is, dat

men heeft

b , b
NRCENES NG
a

a

3) Indien A = (aJ) een nxn matrix is, dan wordt hierdoor in de
kanonische ba51s van IR een lineaire begre. sde ‘kontinue) operator
(die ook door A voorgesteld wordt) gedefinieerd van IR in IR s
doWeZo

||au] < ™ ||ul] Vw€rR , M<o=,

IAa

De norm van A wordt gedefinieerd door

| Al

fl
e
Le]
E

pen neett asn  [|ax| < |1A1] []4l]
Men bewijst [3, blzolfﬁg dat

&
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n 1

9 2 2
[ally = max € ] fay]) 5 lHall, < €1 layl%)®5 [lal], = mex (
j=1,oan 1=1 i’j l=1’¢gn

3.3. De operatoren van Nemvcku, Green and Hammerstein'[E],"Eﬂ

Definitie k

De niet-lineaire operstor f (van Nemycku) wordt gedefinieerd door
y = £f(x) met y(t) = b(x(t), t) .

De lineaire operator g (van Green) wordt gedefinieerd door

y = g(x) met y(t) = JTG(t,s) x(s) ds .
0

De niet lineaire operator h (van Hammerstein) wordi gedefinieefd

door

. N T . .
y = hi(x) = g (f{x )) d.wez. g(t) = J G{t,s) b(x(s), s) ds .
0o !
Tengevolge van de periodiciteit van de funkties G en b en van de
. [

kontinuiteit van b, werken deze operatoren in® (T).
Aangezien de terminologie van niet-lineaire operatoren niet vast
bepaald is, herhalen wij wat door de Soviet-wiskundigen Ih], [5]

aangencmen werd.

Definitie 5

Zij E een re&le Banach-ruimte, met de norm ||.||, h.een operator
in E, |

Men zegt dat

- h begrensd is indien het beeld van elk begrensd ileel begrensd irc,

- h kompakt is indien het beeld van elk begirensd deel relatief-

kompakt is (d.w.z, bevat is in een kompakt deel).
Daar in een metrische ruimte een relatief? ompakt deel begrensd is,

is een kompakte operator begrensd,
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« h volkontinu is indien h kompakt en kontinu is.

Indien f een kontinu en begrensde operator is in E, en g een
volkontinu operator in E, dan is !, = g(f. een volkontinu operator
in E,

Over de lineaire operatoren herinneren wij dat een lineaire operator

g in E begrensd is den en slechts dan als
lle)|| <u|lxl]] Vxe= y M< =,

De norm ver , ||g||, wordt gedefinieerd door

|lell = sup (x)
xCE by
en men heeft He(x)] < el =] «

Een lineaire operator g in E is begrensd dan en slechts dan als
‘deze kontinu is, waaruit volgt dat een lineaire kompakte operator
volkontinu is. Om te bewijzen dat de niet=-lineaire operator h
volkontinu is volstaat het te bewijzen dat de niet-lineaire
operator f kontinu en begrensd is en dat de lineaire operator g
kompekt is. De volgende bewering karakteriseert de lineaire

integraal operatoren.

Bewering U
a) Ve>o . EJn (e} >0 zodanig dat:

T
jo |]G(t2,s) - G(t1,s)|| ds < e voor |t2-t1l < nle) o

b) Indien m(t) = IT [lc(t,s)|| ds; m is een kont nue functie van

Iin IR , dus bggrensdo

Bewijs
a) Zij 0 <t, <t,,

&
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T t t T
!o |]G(t2,s) - G(t1,s)[| ds = Jo1 + th + Itz ||G(t2,s) - G(t1,s)|| as ,

maar

* t
Jo [l.]] as = Jo |]G1(t2,s) - G1 (t1,s)|l ds ,

[t

‘]Q

t? | as = th {|G1(t2,s) - 02 (t1,s)ll ds <
b2 (1]a1(ty,8)] | +[lc2(t,,8)]]) as ,
It

1
zg I'lo]] as = ng ]|G2(t2,s) - G2 (t1,s)|l ds .
d

Aangezien de funkties G1 en G2 kontinu zijn respectievelijk in de
driehoekenT1= {O_f_t:_‘l’; Of_sit},T2={0_<_tf_T;
t <s < T} zijn ze- gelijkmatig kontinu en begrensd waaruit volgt

dat

vve.‘ >0, 5 {s.i) zodanig dat

Vse;@;ta : [161(8,,8) = G1(t,,8)] < ey voor |oy=t | <7 (e,)
VSﬁ [tz, 7] : HGZ(te,s) - G?(t'1,s)l| < e, voor |t2-t1] <n (e))

Vs 3 [t,!, tz]’,a‘ N < » godanig dat
[le1(t,,8) ] 1, Tlea(t ,8)]] < N
waaruit volgt dat
. ;
fo IIG(tz,s) - G(t1,s)|l ds 2 e, b+ 2N (t,=t,) + € (Tety)

en voor €, = €= 2N (tentl) heeft men

T+t1—t2
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IZ I]G(te,s) - G(t1,s)|| <e vo?r |It2—t}l <nle) =n (51) .

b) Voor tis t, I t, < t,

(t,) = m(t) = |* ([]c(ty,) |-t ,8)])

m{t,) - m t1 = 0 3 t2,s = | G t1,s [| ds ,
|m(t,) = mt,)] ,_ﬁ‘ l16tb,8)]] = olt,e)]] | as
Im(t,) = m(t )| < E [16(t,,8) = G(t,,8)|| & .

Uit (a) volgt dat m een kontinw funktie is van I in (R, en
asngezien I kompakt is, is m begrensd.

Wij stellen

M= max [n(t)] = max {T || G(t,s)]] ds.
t&e1I t&I'0
Bewering 5

1 in mn’

dan is de niet-lineaire operator h van Hammerstein volkontinu.

. . o e . s +
Indien b een kontinve T=periodieke, funktie is van Bn

Bewijs

a) De niet-lineaire operator f is kontinu en begrensd, daar
b een kontinuefunktie is van E?ﬂ:x Iin anzen de beperking
van b op elke kompacte deelverzameling van an % I een gelijk-

matige kontinue functie is.

b) de lineaire operator g is kompakt. Bewijzen wij eerst dat

g begrensd is:
7zij v = g(x) en men heeft achtereenvolgens

y (t) = JT G(t,s) x(s) as ,
70

vl < |7 Hste)l] 1] as

1] < G [* et ao) (11011 s
t€I'0
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el ] < [11xl]] (met x = max (" [[6(t,8)]] as)
avvze  |]lell] <M. e e

Dus heeft men voor elke B cB(T) dat g (Br) begrensd is door

)
B, (met r =Mr ) .

Wij bewijzen verder dat g (Br) equikontinu is.,

2ij y€ g (Br)’ tys t2€ I, t; <t, , dan heeft men achtereenvolgens
y (ta) - y(t1) =JT (G(tz,s) - G(t1,s)) x(s) ds , x € B_ 3
0 T
T
(e, = ye ] < (JOHG(tg,s) - 6(t,,8)[| ds ) T .

en uit bewering 4 volgt: v e > 0, 3 n (e) > 0 zodanig dat

HY(’CZ) --y(t1)|| < e voor t,-t, < nle) ,

dus g (Br) is equikontinu. Uit de stelling van Ascol’-Arzels

[3, blz, 81] volgt dat g (B,) relstiefkompekt is.

Daar ieder begrensd deel, door zijn definitie, begrepen is in een
Br’ en ieder deel v.e.relatiefkompakt deel relatiefkompakt is,

is de lineaire operstor g kompakt.

OEmerking

. . s +
Indien b een funktie 1s vaann 1

en IRn, T-periodiek, en voldoet

(Wt €I) aan een Lipschitz voorwaarde van het type
[1B(uyet) = o (uy,t)|] < B(x) |Juy=uyl] (4]
Vu1, u2€ B, metL (r) < @

. . . n . n .
dan is b een kont uefunktie van R x I in JR en f is een

kontinwe ¢n begrensde operator ven 6 (T) inB(T) .

Wij herinneren eraan gesteld te hebben:
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M = max FE l|6(t,s)|]| ds 3 R(¥) = max ||blu,t)|],

0
vl (u,8) B xIC R %1,
(gan |||gll] < M)

Stellingen

Stelling 1., Existentiestelling

Indien benevens de veronderstellingen van bewering 5 er een

r > 0 bestaat zodanig dat

MR(r) < r , (%)
dan bestaat er tenminste &&n oplossing % van de niet=lineaire
integraal vergelijking (I) met |||%|]] < r.

Bewijs

Laat x €LBr , men heeft y = h(x) = g(f(x))

Hxl < THell] THeG ] s Mr(e) <2y
waaruit volgt dat h(Br) c B, -

Daar h volkontinu is, volgt met de Stelling van Schauder-Mazur

[¥], [5] svolgt dat er tenminste &én X € B bestaat zodanig

Y] L")
dat h o x) = %

OEmerking

De veronderstelling (%) verzekert het bestaan van een B van
B(T), zodanig dat h(Br)c: B In [6] vervangt M.J. Sonnenschein

(%) door de volgende veronderstelling (welke niet equivalent is)

1im ||ou,t)|]| = O gelijkmatig Yt € I
Il >= TTall
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en hij bewijst het bestaan in dit geval van een r > O zodanig dat

h!(Br) < B

4,2 Stelling 2 « Existentie - een eenduidigheidsstelling

Indien
. o +1 . . . R
1) b een funktie is van IRn ! in [R, T-periodiek, en die voor
WVt € I aan een Lipschitz voorwaarde van het type (f) voldoet.

2) een r > 0 bestaat zodanig dat’

MR(r) < r (%)
Mi{r) < k<1 ’ (%x)

Dan bestaat er €&n en slechts €én oplossing x van de nietw

lineaire integraalvergelijking I en |li]| < r. Verder is X de

)

limiet voor de norm ||| .||], van de iteratie rij x = h(x

N1

Bewijs

Zoals voor Stelling 1, beeldt de ongelijkheid (%) h (Br) in B, af,
Uit de ongelijkheid (%x%) volgt dat h een kontrasktie operator is
en door toepassing van de kontraktie stelling van Banach [ﬂ

volgt het resultaat.

Ogmerkings voor de zwak niet-lineaire stelsels.

Indien b(u,t) =¢ bi{u) + b2(t) , & € IR,
Men zegt dat het stelsel (8) zwak niet-lineair is.

In dit geval nemen wij

T
B,(t) Io a(t,s) b,y(s) ds

R,(r) = max [|p, (]|

u E{Br

L1(r) is de Lipschitz konstante voor b1(u) in B_.
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De ongelijkheden (%) en (%%) wordens:
la|l MR, (x) + [[IB,|]| <=
lo| ML, (r) < k< 1.

Hiermee kan in bepaalde gevallen een eenvoudige schatting van
het interval van de "kleine parameter" o gegeven worden, waarvoor

er een eenduidige oplossing van (I) bestaat.
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CollOQuium‘Niet-lineaire differentiaal vergelijkingen.

A.H.P. van der Burgh

VIII De Asymptotische Methode van Krylov-Bogoljubov-Mitropolski

(vervolg van II)
2, Een eerste en tweede asymptische benadering.
Wij beschouwen de vectordifferentiaalvergelijking:

= e ult,x) (1)

" X en x zijn n-dimensionale vectoren en € is een kleine parameter.
Daarnaast beschouwen wij het zogenaamde geassocieerde (autonome)
stelsel:

(2)

De vectorfunctie X(t,x) voldoet aan de volgende voorwaarden:
(a) Voor een gebied D C L bestaan de positieve konstanten M en A
)
zodanig dat voor alle reéele t > o en alle x, x en x" uit D

de volgende ongelijkheden gelden:
HX(t,x)H <M, ||X(tsx') - X(t,x")” A HX"‘X"H'

(b) uniform voor x € D bestaat de limiet:

[o R = |

X(t,x) at = X _(x) . (3)
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Als x(t) en £(t) oplossingen zijn van de differentiaslvergelijkingen
(1) resp. (2) dan geldt de volgende, door Bogoljubov bewezen stellings:
Bij iedere willekeurige kleine positieve P en?n en bij iedere wil-
lekeurig grote L bestaat een positieve € zodanig dat als &€(t) met
zijn;)-oméeving in D 1ligt voor o< € < Eo in het interval

c< +< geldt:

€
k() = ()] < n .

lladat Bogoljubov deze stelling bewezen had, zijn er een zeer groot
santal publicaties verschenen, waarin deze stelling of het uit-
pangspunt vormde of een belangrijke rol speelde, Van N weten wij
alleen: n = n(e) > o voor € > o

Het is nog niet bekend hoe n(e) er uit ziet voor het meest algemene
geval (3).

Het is vaak mogelijk als wij weten hoe X(t,x) van t afhangt, om n als
fﬁnctie van € te bepalen. Laat nu X(t,x) periodiek zijn in t met
periode T, Wij zullen nu een tweetal stellingen bewijzen die aan=-
geven hoe wij eerste en tweede orde asymptotische oplossingen kunnen
konstrueren.

Wij beschouwen deartoe de differentisalvergelijking

-

==c X(t,%) 4 (3a)

X en x zijn vectoren met &én component. Het is eenvoudig om
dezelfde stellingen voor n-dimensionale vectoren te bewijzen.
Verder geldt: X(t,x) = X(t+T,x). Voordat wij de stellingen for-

muleren en bewijzen geven wij eerst het volgende Lemma:

.

Lemma I: Zij 2z = z(t) een functie zodanig dat geldt:

. l %% - € X(t,z) | = 0(€k) voor o <t < =
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enx(t) voldoet aan (3a) ,
dan geldt

l2(t) - x(¢)] < o(L) ! voor o < + <

°

L
€

C(L) is een konstante die van de konstante L afhargt. Het bewijs is
eemvoudig te geven m.b,v. het lemma van Cronwall.

Wij remen verder aan dat X(t,x) minstens driemaal cortim differen-
tieerbaar is inx

Verder stellen wij:

2
Y aX ? X 1 2
M= Sug {lxlsls}?lslmls IXolslu”i‘ugl"ax l";}x l}"
. 4

Stellirng I:

" Beschouw de geassocieerde differentiaalvergeli king:

ag

=X (8) 5 t=o0 E=x
1 T
waarin: X (&) == J X(x,t) dt .
o T
o
Er geldt mu: |x(t) - &(t)| <c(L)e . voor o<et <L,

Stellirg II:

Beschouw de geassocieerde differentiaalvergelijking:

%=EXO(£)+82P(£) ;3 t=o0 £ =x.
. P(£) = & ' (4, £) 2X(LL8) 4
wvasarin gE) = T . u1 t, & 3T t
t 1 T S
en u,(t,8) = [ [x(t,8) = x (8)] ar "TJ ds J X(t,¢) - Xo(g)]dr -k
o o o)

I

k wordt bepaald door: u1(0,xo) =0,
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zij m z(t) = g(t) + eu1(t,,£(t))
dan geldt:

|x(t) = z(t)] < €2 C(L) voor o < € + < L .

Bewi Js:

Stel x° = [ + eu1(t1€) + 52u2(t £)
waarin,ug(t,g) een rog rader te bepalen ombekende functie is.

Substitutie in (1) levert:

* du du
a _dg . 1,2 2 2
- 3u1 5 8111 aug
= ex (8) - x(g,0) + =] + e [P(&) + X (8) 57 + 5= -
- g t)] + 0(53)

Om stelling I te bewijzen substitueren wij in deze laatste betrekking

de reeds gedefinieerde waarde van u, hetgeen als resultaat heeft:

ax’ * _ 2
F i eX(x ,t) = 0(e ).

Met behulp van lemma I volgt nu:
|x = x®| < € C(L) en daaruit
|x - &] = 0(e) voor et < L .

Om stelling II te bewijzen kiezen wij u, zodanig dat geldt:

u au
v 1 2 3X(&,t)
P(g) + AO(E) T tT - izl =

ot g

of na integratie:

&

t u (EQT)
u, = J [ 1 3X( - P(g)] at - J Xo(g)'—gé—-——— dt. + uy

2 2
Q
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uZ wordt bepaald door: ug(O,xo) = 0,

flet is eenvoudig om in te zien dat P(&' en u, zodanig gekozen zijn

1
dat voor t geldt: |u,| < M.
Met behulp van lemma I volgt nu:

2

|x(t) - 2(t)] < € c(L) voor o < e t < L.

3. Stabiliteit van een systeem met singulier punt.

Wi} beschouwen nu het geval dat het geassocieerde systeem een
singulier punt heeft.

Btel er bestaat een.vector go zodanig dat Xo(go) = 0.

Wij kunnen ons nu afvragen hoe de oplossingen van het oorspronkelijke
stelsel differentisalvergelijkingen zich gedragen in de buurt van

dit singuliere punt.

~Wij zullen de volgende belangrijke stelling bewijzen:

Stelling III:

Zij X(t,x) een n-dimensionale vector, die periodiek is in t met

periode T. Es is een vector zodanig dat Xo(io) = 0. (1) heeft nu

voor voldoende kleine € een unieke periodieke oplossing met periode

T die gelijkmatig voor t naarg o gaat als € » o mits det. XO (go) # 0.
Als alle eigenwaardén van de matrix X (EO) een negatief d&el nhebben
is deze periodieke oplossing asymptotiéch stabiel. Als een der eigen-
wéarden een positief re&el deel heeft is de periodieke oplossing

instabiel.

Bewijs:

(a) periodieke oplossing.

Laat x = ¢(t,xo,€) een oplossing zijn van (1) zodanig dat

¢(O,xo,s) =X . Wij kunnen bewijzen dat ¢(t,xo,e) continu differen=~
tieerbasr is in e. Uit (1) volgt ook ¢(t,xo,o) = X e

Er geldt nu:

I 3¢(t,xo,9€)
¢(t,xo,e) - X, = eJ
)

- ® \
e do = € (tgxos€)
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zodat
o (tix ) =x  +eo” (tyx ) o (4)
Het is duidelijk dat:
¢x(0,x0,s) =0, (5)

Substitutie van (4) in (1) levert:

dd);i *
3t = X (t,xa + ¢ ,) (6)
o® is een oplossing van (6) met beginvoorwaarde (5).

De noodzakelijke en voldoende voorwaarde, opdat x = ¢(t,Xo,s) periodiek

is in t met periode T, is

6(T,x_,€) = $(0,x_,8) = x_ (1)
De ncodzakelijke voorwaarde is evident. WiJj bewijzen de voldoende
voorwaarde als volgt:

X = ¢(t,xo,€) is een oplossing van (1) d.w.z.

as(t,x_,¢)
e = sx(t,¢(t,x3,€))

Verder geldt:

do(t+T,x ,€)
dt

= eX(t+T,0(t+T,x_,€)) = eX(t,6(t+Tx_,€))

Dit betekent dat ¢(t+T,x3,€) ook een oplossing is van (1),

Voor t = o hebben de beide oplossingen dezelfde beginvoorwaarde (7).
Uit de eenduidigheidsstelling volgt nu dat de beide oplossingen
identiek zijn. Hieruit volgt verder dat ¢(t,x3v€) periodiek is in

t met periode T, waarmee de voldoende voorwaarde is bewezen.

Uit (4) en (7) kan men concluderen dat

¢K(T,xa,€) =0 als € # 0. (8)
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(8) is een vectorvergelijking met als onbekende X o
Daar ¢* continu in e is heeft (8) geen oplossing voor kleine |e| als

de vergelijking

¢™(T,x_,0) = 0 (9)
geen oplossing heeft.
Uit (6) en (5) volgt:
* T
¢ ('I',xo,O) = L X(t,xo)dt = TXo(xo) . (10)

(9) is dus gelijkwaardig met
X (x) =0. (11)

Wij zien dus dat (8) geen oplossing heeft voor voldoende kleine ]el

als (11) geen oplossing heeft. Dit betekent dat als het geassocieerde
systeem geen singulier punt in D heeft, (1) geen periodieke oplossing
heeft met periode T voor voldoende kleine le] >0 .

Stel er bestaat nu een vector £, waarvoor Xo(io) = 0 en det. X (50) # 0
Uit (10) volgt: &

¢*(T,£,0) =0, (12)
Ook geldt:
%
det. ¢€(T,£O,O) #0
Uit de stelling van de implicietefuncties volgt nu dat (8) voor
voldoende kleine |e| een unieke oplossing x_ = xo(e) heeft zodanig dat
xo(O) = £ terwijl xo(e) continu differentieerbasar is in €.

Hieruit volgt dat (1) een unieke periodieke oplossing

X = xa(e) + e¢x(t,x3(£),s)
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heeft met periode T in de omgeving van x = Eo mits le|l # 0 en | €]

voldoende klein.

(b) Stabiliteit van de periodieke oplossing.

. BXi(t,x)
7Zij P7(t) een matrix met elementen =
X, X =g
J o]
ax ; (g)
en S een matrix met elementen ——§E~—— o
iole=¢,

Als X, = x(t, ) een periodieke oplossing met periode T van (1) is,
dan kunnen wij de lineaire variatie-vergelijkingen met periodieke

coefficiénten als volgt schrijven:

ay .
== Py (13)
waarin P de matrix aX(t,x) is,

9x X = x:p

Lemma II1:

De periodieke oplossing xp is asymptotisch stabiel voor t » + =

als y = O zelf een asymptotisch stabiele oplossing is van (13).
Bewijs: Zie Roseau[1] blz. 9k.

Wij zullen aantonen dat als alle eigenwaarden van S een negatief
regel deel hebben er een e® > o bestaat zodanig dat als o0 < g < ex’
y = 0 en dientengevolge xp asymptotisch stabiele oplossingen van
resp. (1) en (13) zijn. Als tenminste een der eigenwaarden van S
een positief redel deel heeft dan zijn y = 0 en xp instabiele

oplossinger,

P = P(t,e) = P(t+T,e) + P(t) als ¢ » o gelijkmatig voor t.
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Er geldt:
1 T *
8 =—J P%(t)at.
T
o
Wij defini&ren nu de matrix H(t) volgens

t
H(t) =J [P*(r) - 8] ar ,
o]

periodiek in t met periode T, continu in t en begrensd.

. def .
De matrix K(t) I - ¢ H(t) heeft een inverse
k™! voor o < e <8, Zowel k™" als K(t) zijn weer periodiek in t
met periode T en begrensd.,
Stelsel (13) is equivalent met:

. dy _ - 2

(1k) (I-eH) rrais (I~ €eH)P,y = ePy - €“HPy

Tevens geldt:

dH

= = P¥(t) - 8. (15)

Wij beschouwen nu:

4
at (y-etiy]
Deze vector is gelijk aan:
o) & &
(I-€H) rr b

d

Substitutie van (14) en (15) hierin levert:

g—t-{y-eﬂy}' = €5 {s-chy} + ez{SH-HP}y + e(p-P¥)y
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Stel y = eHy = z.

Er volgt dan:

o1 SH-HP. P-
E%=€SZ+€€[[I-1H{[ Pﬂz=58z+52z

Y is weer een matrix die periodiek is in t met periode T.
Verder geldt: I'{e) = sup ||}]| + o alse > o
t

Wij beschouwen nu de vergelijking:

%% = e(6+)) z

Toepassing van een tweetal stellingen, die hier niet bewezen worden
"zie [1], heeft nu als resultaat: Als alle eigenwaarden van S een
negatief reSel deel hebben dan is z = O en dientengevolge y = 0 een
asymptotisch stabiele oplossing. Als tenminste &én der eigenwaarden
een positief re€el deel heeft is z = 0 en dus y = O een instabiele
oplossing.

Deze stellingen gelden alleen als er een e* vestaat zodanig dat voor
0 <e <e® T(e) begrensd is,

dus: T(e) = sup ||}Y]] < ns
t
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Errata
van boven = v.b.
van beneden = v.0.
pag. regel - moet zijn:
1 15.V+00 vergelijking y' = ef(t,y3e), £(t,7:€)= vuous
X, =X
172
! =
6 9.v.Db, y 5
N 2
8 3.Ve0s én %{51'3f + 52 "'}
1:Ve0, BX1 aX2 x.=x:*
Jd J
13 TeVeO. sesso Stabiliteit is Re(hp) <0
6.Vs0. h=max Re(h ).
b
b
16 TeVaebo 1. Samenvatting

17 O.v.Db. T

X

20 (2p'") %E{ J
0

N(y,4) %%,T}= m(o)(y,X) [1+¢ W“)(y) + oo

22 7 9.V.0. o s «K.B.M-methode gebruikt na
26 3.v.D. %XE = wA(t) cos ¢(t)
-1 z | -1
27 T.v.b, F'(z) = 7 J £(y®)(z=y) ¢ ay
0
1 1 g (2 21
10.v.b. f(z%) = <2° — J F'(y)(z~y) 2 az
- dz 0
29 10.v.b Fe = -{k.(a)x + 2 (a) Dk =k -k
e 1 e at’? "1 e
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pag. regel moet zijn:

35 9 &n T.v.0. X, = F](t,to,xo) = ... &n Xx, = F2(t,to,xo) = ...

1 2
39 3.v.Db. Lim g(t)=0 & |g'(t)] < R voor t > 6.
t >
o] ST
9.v.b. k{ T) g(w)} < k {lxy bk {gw)}
6.V.0. Lim p'(t) = 0.
t > x

Lk 11.v.0. Ann, of Math. vol.50 (1949) blz. 705-T21.
Th (N.H.) x = A(t)x + b(t),
75 - T.v.b. R-1(t?t0) = R(to,t); coes

- .

(2) x(t) = R(t,to)c + J R(t,s)b(s)ds

t .
0

79  T.v.o. T (1, IR") stelt.....

6.v.0. I =[0,7] in R%...

5eVa00 van C(I, IR") diec.s.
80  L.v.b. @r = {x=(x'2, cos

o n

81 1.v.be. HAH1 =  max () 1373

j=1’..ln i=1

oAt 2\3
lv'lAl'flzﬁ (.Z,(aij) )%
1,d
[laf (3 JagsD)
1A}, = ., max a. .
i=1,..n §=1 9
82 , 3.v.b. is h=g.f een volkontinue operator

85  5.v.o. [1b(uyst)=blug,t) < Llr) |fuy-u,)



